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摘　要　本文讨论了 S n+ p (1) (或CP n+ 1)中极小子流形上L ap lace算子的谱,证明了

S n+ p (1)中全测地极小子流形 (或CP n+ 1中 Kach ler超曲面)是由作用在 q2形式上的L ap lace算

子的谱唯一确定.
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§1　引　言

设 (M , g ) 是 n维紧致定向R iem ann流形,记 + q (M ) 为M 上的 q2形式所成的向量空间,此

处 q = 0, 1,⋯, n. 以 Spec
q (M , g ) 表示L ap lace算子 ∃ 作用在 + q (M ) 上的谱集. 那么等谱的两

个R iem ann 流形是否等距?一般情况下这个问题是没有肯定回答的, 第一个例子是M ilno r
[ 1 ]

给出的两个等谱但不等距的 16维平环. 但对特殊的R iem ann流形,如 n维球 (或 n维复射影空

间) ,在某些条件下可由其上的L ap lace算子的谱唯一确定. 设 g 0 表示单位球面 S
n (1) (或复射

空间CP
n) 的标准度量,若 Spec

q (M , g ) = Spec
q (S

n (1) , g 0) ,当下述情形之一成立时,M 等距于

S
n (1) :

( i)
[ 2 ]　q = 0, n = 1, 2, 3, 4, 5;

( ii)
[ 3 ]　q = 1, n = 2, 3, 16,⋯, 93;

( iii)
[ 4 ]　q = 2, n = 2, 3, 6, 7, 14, 17, 18,⋯, 178;

( iv) [ 5 ]　q = 2, n 为奇数,且M 为正规切触R iem ann 流形.

设 (M , g ) 是复 n维紧致Kaeh ler流形, Spec
q (M , g ) = Spec

q (CP
n
, g 0) ,若满足下列情形之

一,则 (M , g ) 全纯等距于CP
n
:

(v) [ 2 ]　q = 0, n = 1, 2,⋯, 6;

(vi)
[ 3 ]　q = 1, n = 8, 9,⋯, 51;

(vii) [ 6 ]　q = 2,

(viii) [ 7 ]　q2 - 2nq + n (2n - 1) ö3≠ 0, q≠ 1或 (2n - 1) , (n = 1,⋯, 7) ,且 (M , g ) 为上

同调 E in stein 的 Kaeh ler流形.

H. H asegaw a
[ 8 ] 在 q = 0 时讨论了 S

n+ p (1) 中极小子流形 (CP
n+ 1 中 Kaeh ler 子流形上
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L ap lace算子谱,对一般非负整数 q, [ 9 ]研究了 S
n+ 1 (1) 中极小超曲面上的L ap lace算子谱.

本文讨论了S
n+ p (1) 中极小子流形 (CP

n+ 1中Kaeh ler超曲面) 上L ap lace算子的谱,证明了下述

定理,从而拓扩了他们的结论.

定理 1　 设 (M , g ) 是 S
n+ p (1) 的紧致极小子流形, 若对于某个 q, Spec

q (M , g ) =

Spec
q (S

n (1) , g 0) ,且 n≤ 24时, (n , q) ≠ (6, 1) 和 (6, 5) ; n≥ 25时, p ≤ 2
5

n - 4 +
12
5n

;则M 是

全测地的.

注　定理 1中 n≤ 24时对 p 没有限制, n≥ 25时, p = 1显然适合,因此包含了[10 ]的结

果.

其次,讨论复射影空间CP
n+ 1 中紧致 Kaeh ler超曲面上L ap lace算子谱,证明了

定理 2　除了 (n , q) = (3, 1) , (3, 5) 两种情况外,若 (M , g ) 是CP
n+ 1中紧致Kaeh ler超曲

面,且对某个 q, Spec
q (M , g ) = Spec

q (CP
n
, g 0) ,则M 是全测地的,从而全纯等距于CP

n
.

定理 3　设 (M , g ) 是CP
n+ 1中紧致Kaeh ler超曲面, n≥ 7,若对于某个 q, Spec

q (M , g ) =

Spec
q (Q

n
, g 0) ,Q

n是CP
n+ 1中复二次超曲面, g 0为诱导度量,且 f 1 (n , q) ≠ 0, f 2 (n , q) ≥ 0,则M

全纯等距于Q
n
. 其中

　f 1 (n , q) = n (2n- 1) - 3q (2n- q) ,

　f 2 (n , q) = 45q (2n- q) [ (n- 1) (2n- 3) - 2 (q- 1) (2n- q- 1) ]- n (n- 1) (2n- 1) (2n- 3).

令 q= 1, 2,则定理 3推出

推论 1　设 (M , g ) 是CP
n+ 1的紧Kaeh ler超曲面, 7≤n≤45;若Spec

1 (M , g ) = Spec
1 (Q

n
,

g 0) ,则M 全纯等距于Q
n
.

推论 2　设 (M , g ) 是CP
n+ 1的紧Kaeh ler超曲面, 7≤n≤87;若Spec

2 (M , g ) = Spec
2 (Q

n
,

g 0) ,则M 全纯等距于Q
n.

§2　预 备 知 识

设 (M , g ) 是m 维紧致定向 R iem ann 流形, + q (M ) 为M 上外 2q 形式所成的向量空间, ∃
= - (d d

3
+ d

3
d ) 表示M 上L ap lace算子,这里 d 是外微分算子, d

3 是它的共轭算子,对于 q

= 0, 1, 2,⋯,m ,有 ∃ 的谱

Spec
q (M , g ) = {0≥ Κ1, q ≥ Κ2, q ≥⋯↓ - ∞}.

关于这些特征值,有M inak sh isundaram 2P leijel2Gaffney渐近公式

∑
∞

i= 1
e

Κi, q t
= (4Πt)

- m
2∑

N

k= 0

(ak , q t
k ) + O ( t

N - m
2 + 1

) , t↓0. (2. 1)

系数 ak , q, k= 0, 1, 2,由下式给出[ 10 ]

a0, q =
m

q
V , V = V o l (M ) , (2. 2)

a1, q =
1
6

m

q
-

m - 2

q - 1 ∫M Θ
3 1, (2. 3)

a2, q =∫M (C 1 (m , q) Θ2
+ C 2 (m , q)‖S‖2

+ C 3 (m , q)‖R‖2)
3

1, (2. 4)

—063—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



这里‖R‖
2
,‖S‖

2 分别是曲率张量 R 和R icci张量 S 的模长平方, Θ是纯量曲率,系数 C 1

(m , q) , C 2 (m , q) , C 3 (m , q)由下式给出

C 1 (m , q) =
1

72
m

q
-

1
6

m - 2

q - 1
+

1
2

m - 4

q - 2
, (2. 5)

C 2 (m , q) = -
1

180
m

q
+

1
2

m - 2

q - 1
- 2

m - 4

q - 2
, (2. 6)

C 3 (m , q) =
1

180
m

q
-

1
12

m - 2

q - 1
+

1
2

m - 4

q - 2
. (2. 7)

组合数
r

s
在 r或 s小于 0时理解为 0.

设CP
n+ 1是复 n + 1维具有Fub in i2Study度量的复射影空间,全纯截面曲率为 1. 设 z 0, z 1,

⋯, z n+ 1是CP
n+ 1中齐次坐标系,复二次超曲面Q

n = { (z 0, z 1,⋯, z n+ 1) ∈CP
n+ 1û∑

n+ 1

i= 0

z
2
i = 0},则

Q
n全纯等距于H erm ite对称空间SO (n + 2) öSO (2) ×SO (n) ,当n > 2时,关于诱导的Kaeh ler

结构,Q
n 是紧 E in stein 流形[ 11 ], [ 12 ]

, 且

(a)　　　　　　　　　　　　S =
n
2 g , (2. 8)

(b)　　　　　　　　　　　　Θ= n
2
. (2. 9)

设 (M , g )是 S
n+ p (1)中极小子流形,在局部正交标架下有

R ijk l= (∆ik ∆j l - ∆il∆j k ) + ∑
Α

(h
Α
ikh

Α
j l - h

Α
ilh

Α
jk ) , (2. 10)

R ij = (n - 1) ∆ij - ∑
Α, k

h
Α
ikh

Α
jk , (2. 11)

Θ= n (n - 1) - ‖Ρ‖2. (2. 12)

这里 R ijk l和R ij分别是R 和S 的分量,‖Ρ‖2表示第二基本形式Ρ的模长平方,∑表示对重复
指标求和,约定指标取值范围为 i, j , k , l= 1, 2,⋯, n , Α, Β= 1, 2,⋯, p.

设 (M , g )是CP
n+ 1的 Kaeh ler超曲面, Ρ是M 的第二基本形式, J 是复结构,则

Ρ(X , J Y ) = J Ρ(X , Y ) = Ρ(J X , Y ) , (2. 13)

R (X , J Y ) = J R (X , Y ) , R (J X , J Y ) = R (X , Y ) , (2. 14)

S (J X , J Y ) = S (X , Y ). (2. 15)

　　设 e1,⋯, en , e13 = J e1,⋯, en3 = J en , e 1
～ , e 1
～ 3 = J e 1

～是 CP
n+ 1上局部标准正交基,使得限制在

M 上有 e1,⋯, en , e13 ,⋯, en3 切于M ,对于M 上任意三个切向量场 X , Y , Z ,有

J A 1
～X = - A 1

～J X = A 1
～ 3 X , (2. 16)

其中A 1
～X = A e

1
～X ,A 1

～ 3 X = A e
1
～ 3 X 是W eingarten 变换,

R (X , Y ) Z =
1
4

[〈Y , Z〉X - 〈X , Z〉Y +〈J Y , Z〉J X - 〈J X , Z〉J Y + 2〈X , J Y〉J Z ]

　 + A Ρ(Y , Z )X - A Ρ(X , Z ) Y , (2. 17)

S (X , Y ) =
n + 1

2
〈X , Y〉- 2〈A 1

～X ,A 1
～ Y〉, (2. 18)

Θ= n (n + 1) - ‖Ρ‖2. (2. 19)
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§3　定理的证明

分两种情况来证明定理 1

(i)　当
1
6

n

q
≠

n- 2

q- 1
时,对于 S

n (1) , Θ′= n (n - 1) ,由 a1, q= a
′
1, q, (2. 3)和 (2. 12) ,知M

是全测地的.

( ii)　当
1
6

n

q
=

n- 2

q- 1
时, n≤24时,只有 (n , q) = (6, 1)和 (6, 5) ,已被排除. 下面考虑 n

≥25的情况,此时必有 q≥5.

首先计算‖R‖
2
,‖S‖

2
. 由 (2. 10) , (2. 11)得

‖R‖2 = 2n (n - 1) - 4‖Ρ‖2 + 2∑h
Α
ikh

Β
ikh

Α
j lh

Β
j l - 2∑h

Α
ilh

Β
ikh

Α
j kh

Β
j l, (3. 1)

‖S‖2
= n (n - 1) - 2 (n - 1)‖Ρ‖2

+ ∑h
Α
ikh

Β
ilh

Α
j kh

Β
j l. (3. 2)

　　记 aΑΒ = ∑h
Α
ikh

Β
ik ,则A = (aΑΒ) 是 p 阶对称矩阵. 记N (A ) = traceA õ t

A = ∑
Α, Β

a
2
ΑΒ,其中t

A

表示A 的转置. 显然,对任一 p 阶正交矩阵Q ,均有N (A ) = N (Q
- 1

A Q ) ,因此∑
Α, Β

a
2
ΑΒ与基 en+ 1,

⋯, en+ p的选取无关. 由A 的对称性知,可选取一组标准正交基 en+ 1,⋯, en+ p ,使 (aΑΒ) 成对角形.

记 aΑ = aΑΑ,则‖Ρ‖2
= ∑

Α
aΑ, 此时

∑
Α, Β

a
2
ΑΒ = ∑

Α
a

2
Α≥

1
p

(∑
Α

aΑ)
2

=
1
p
‖Ρ‖4

. (3. 3)

　　固定 Α, Β,记 bk l = ∑
i

h
Α
ikh

Β
il,B = (bk l) ,则∑

i, j , k , l

h
Α
j kh

Β
j lh

Α
ilh

Β
ik = ∑bk lblk = traceB 2,对任一 n 阶

正交矩阵Q ,有 t raceB
2
= trace (Q

- 1
B

2
Q ) ,故∑

i, j , k , l

h
Α
jkh

Β
j lh

Α
ilh

Β
ik与标准正交基 e1,⋯, en的选取无关.

由于 (h
Α
ij ) 是对称矩阵,对于固定的Α,可选一组标准正交基 e1, e2,⋯, en ,使 (h

Α
ij ) 成对角形,即 h

Α
ij

= ΚΑ
i ∆ij ,此时

∑
i, j , k , l

h
Α
jkh

Β
j lh

Α
ilh

Β
ik = ∑

i, j , k , l

ΚΑ
i ΚΑ

j ∆il∆j kh
Β
j lh

Β
ik = ∑

i, j

ΚΑ
i ΚΑ

j (h
Α
ij )

2
. (3. 4)

　　记

T 1 = ∑
Α, Β, i, j , k , l

h
Α
jkh

Β
j lh

Α
ilh

Β
ik = ∑

Α, Β, i, j

ΚΑ
i ΚΑ

j (h
Β
ij )

2. (3. 5)

　　同理,对于任意固定的 Α, Β,∑
i, j , k , l

h
Α
ikh

Β
ilh

Α
j kh

Β
j l 与基 e1,⋯, en 选取无关. 对于上面选取的 e1, e2,

⋯, en ,记 T 2 = ∑
Α, Β, i, j , k , l

h
Α
ikh

Β
ilh

Α
jkh

Β
j l ,则

T 2= ∑
Α, Β, i, j

(ΚΑ
i )

2 (h
Β
ij )

2
=

1
2∑Α, Β, i, j

[ (ΚΑ
i )

2
+ (ΚΑ

j )
2
] (h

Β
ij )

2

≥∑
Α, Β, i, j

ΚΑ
i ΚΑ

j (h
Β
ij )

2
= T 1,且 T 2 ≥ 0. (3, 6)

　　因为 1
6

n

q
=

n- 2

q- 1
,且 n≥25,
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C 3 =
n2 - 10n + 6

5 (n - 1) (n - 6)
n - 4

q - 2
> 0, (3. 7)

C 2 - 2C 3 =
2n2 + 20n + 12

5 (n - 1) (n - 6)
n - 4

q - 2
> 0, (3. 8)

- 2n (n - 1)C 1 - 2 (n - 1)C 2 - 4C 3 =
2 (n - 3) (n2 - 4)
5 (n - 1) (n - 6)

n - 4

q - 2
> 0, (3. 9)

C 1 +
2
p

C 3 =
- 5p n + 2n2 - 20n + 12

5p (n - 1) (n - 6)
n - 4

q - 2
. (3. 10)

当 p≤
2
5 n- 4+

12
5n
时,也有

C 1 +
2
p

C 3 > 0. (3. 11)

这里C 1, C 2, C 3 分别是C 1 (n , q) , C 2 (n , q) , C 3 (n , q)的简写. 由 (3. 3)— (3. 11)得

a2, q=∫M [C 1Θ2
+ C 2‖S‖2

+ C 3‖R‖2
]

3
1

≥∫M {[C 1n
2 (n - 1) 2 + C 2n (n - 1) 2 + 2C 3n (n - 1) ] + (C 1 +

2
p

C 3)‖Ρ‖4

　 + (C 2 - 2C 3) T 2 + [ - 2n (n - 1)C 1 - 2 (n - 1)C 2 - 4C 3 ]‖Ρ‖2}3 1. (3. 12)

　　对于 S
n (1) , Θ′= n (n - 1) ,‖S′‖2 = n (n - 1) 2,‖R′‖2 = 2n (n - 1). 由 a2, q = a′2, q及

V o l(M ) = V o l (S
n (1) ) 得

　　　　∫M { (C 1 +
2
p

C 3)‖Ρ‖4
+ (C 2 - 2C 3) T 2

　　　　　 + [ - 2n (n - 1)C 1 - 2 (n - 1)C 2 - 4C 3 ]‖Ρ‖2
}

3
1≤ 0.

再一次利用 (3. 7) - (3. 11) 得‖Ρ‖2
= 0,故M 是全测地的,从而定理 1得证.

定理 2的证明　设M 是CP
n+ 1中Kaeh ler超曲面,由[12 ],可选取一组标准正交基 e1, e2,

⋯, en , e13 = J e1,⋯, en3 = J en , e 1
～ , e 1
～ 3 = J e 1

～ ; e1, e2,⋯, en , e13 ,⋯, en3 切于M , e 1
～ , e 1
～ 3 是其法向

量,使得第二基本形式的矩阵有形

A T =

Κ1 0

ω
Κn

- Κ1

ω
0 - Κn

. (3. 13)

　　约定 i, j , k= 1, 2,⋯n ,经计算得

‖R‖2 = 4∑〈R (ei, ej ) ek , R (ei, ej ) ek〉+ 4〈R (ei, J ej ) ek , R (ei, J ej ) ek〉. (3. 14)

由 (2. 17)得

R (ei, ej ) ek =
1
4

(∆jkei - ∆ikej ) + A Ρ(ej , ek
) ei - A Ρ(ei, ek

) ej. (3. 15)

由 (3. 13)得
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Ρ(ej , ek ) = Κj ∆j ke 1
～ , Ρ(ei, ek ) = Κi∆ike 1

～ , (3. 16)

因此

R (ei, ej ) ek =
1
4

(∆j kei - ∆ikej ) + Κj ∆j kA 1
～ ei - Κi∆ikA 1

～ ej. (3. 17)

同理得

R (ei, J ej ) ek = -
1
4

(∆ikJ ej + ∆jkJ ei + 2∆ijJ ek ) + Κj ∆jkA 1
～ 3 ei - Κi∆ikA 1

～ ej3 . (3. 18)

于是由 (3. 14) , (3. 17) , (3. 18)得

‖R‖2
= 2n (n + 1) + 16 (∑

i

Κ2
i )

2
- 16 (∑

i

Κ2
i ). (3. 19)

另外由 (2. 18)得

R ij =
1
2

(n + 1) ∆ij - 2ΚiΚj ∆ij , (3. 20)

R ij3 = 0. (3. 21)

因此

‖S‖2
=

1
2

n (n + 1) 2
+ 8∑

i

Κ4
i - 4 (n + 1)∑

i

Κ2
i , (3. 22)

Θ= n (n + 1) - 4∑
i

Κ2
i. (3. 23)

　　由 (3. 19) , (3. 22) , (3. 23)得 (以下C i 是C i (2n , q)的简写, i= 1, 2, 3)

a2, q=∫M (C 1Θ2
+ C 2‖S‖2

+ C 3‖R‖2) 3
1

=
1
2

n (n + 1) [2C 3 + (n + 1)C 2 + 2n (n + 1)C 1 ]V o l (M )

　 - 4[4C 3 + (n + 1)C 2 + 2n (n + 1)C 1 ]∫M (∑Κ2
i )

3
1

　 + 16 (C 1 + C 3)∫M (∑Κ2
i )

23
1 + 8C 2∫M (∑Κ4

i )
3 1. (3. 24)

　　当 1
6

2n

q
≠

2n- 2

q- 1
时,由 a1, q= a

′
1, q得

∫M Θ3
1 =∫CP n

Θ′3 1.

对CP
n 而言, Θ′= n (n+ 1) ,于是∫M (∑Κ2

i )
3 1 = 0 ,从而Κi= 0 ( i= 1, 2,⋯, n) ,故M 是CP

n+ 1的

全测地 Kaeh ler超曲面.

当 1
6

2n

q
=

2n- 2

q- 1
时,通过计算得

C 2=
2 (2n2 + 3)

15 (n - 1) (2n - 3)
2n - 2

q - 1
, (3. 25)

C 1 + C 3= ( 1
30

-
2n - 1

(2n - 2) (2n - 3)
)

2n - 2

q - 1
, (3. 26)

- 4C 3 - (n + 1)C 2 - 2n (n + 1)C 1 = (n2 - 8n + 21
15 (2n - 3) +

1
5

)
2n - 2

1 - q
. (3. 27)
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上述各式在 n≥17时均大于 0.

对CP
n 而言

‖R′‖2= n (n + 1) , (3. 28)

‖S′‖2
=

1
2

n (n + 1) 2
, (3. 29)

Θ′2= n
2 (n + 1) 2

, (3. 30)

由 a2, q= a
′
2, q及 (3. 24) , (3. 28)— (3. 30)得

- 4[4C 3 + (n + 1)C 2 + 2n (n + 1)C 1 ]∫M (∑Κ2
i )

3
1 + 16 (C 1 + C 3)∫M (∑Κ2

i )
2 3

1

+ 8C 2∫M (∑Κ4
i )

3
1 = 0.

再由 (3. 25)— (3. 27)得 Κi= 0 ( i= 1, 2,⋯, n) ,于是M 是CP
n+ 1的全测地 Kaeh ler超曲面.

在 n< 17时,满足 1
6

2n

q
=

2n- 2

q- 1
的非负整数解只有 (n , q) = (3, 1)和 (3, 5) ,已被排除.

综上所述,除 (n , q) = (3, 1) , (3, 5)外,M 是CP
n+ 1的全测地 Kaeh ler超曲面. 从而M 全纯

等距于CP
n.

定理 3的证明　为证明定理 3,首先给出下面引理

引理[ 13 ]　设M 是CP
n+ 1中紧致Kaeh ler超曲面,且M 的数量曲率为常数,则M 是CP

n 或

Q
n
.

由于Q
n 是 CP

n+ 1中 E in stein 的 Kaeh ler超曲面, S =
n
2 g ,因此,由 [ 12 ],可选取适当的标

准正交基 e1,⋯, en , J e1,⋯, J en ,使得

A 1
～ =

1
2

0

ω
1
2

-
1
2

ω

0 -
1
2

,

于是

∑Κ′2i = 1
4

n , (3. 31)

(∑Κ′2i ) 2=
1

16
n

2, (3. 32)

∑Κ′4i = 1
16

n. (3. 33)

由 (3. 24) , (3. 31)— (3. 33)得

a′2, q=∫M {
1
2

n (n + 1) [2C 3 + (n + 1)C 2 + 2n (n + 1)C 1 ]

—563—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



　 - n [4C 3 + (n + 1)C 2 + 2n (n + 1)C 1 ] + n2 (C 1 + C 3) +
1
2

nC 2} 3 1. (3. 34)

由 f 1 (n , q)≠0及 a1, q= a
′
1, q得

4∫M (∑Κ2
i )

3 1 = nV o l (M ). (3. 35)

由 a2, q= a
′
2, q及 (3. 24) , (3. 34) , (3. 35)得

16n (C 1 + C 3)∫M (∑Κ2
i )

2 3
1 + 8nC 2∫M (∑Κ4

i )
3

1

　 = n
3 (C 1 + C 3 +

1
2n

C 2)V o l (M ). (3. 36)

由于 n∑Κ4
i ≥ (∑Κ2

i )
2
, 当 f 2 (n , q)≥0时

16n (C 1 + C 3)∫M (∑Κ2
i )

2 3 1 + 8nC 2∫M (∑Κ4
i )

3 1

　≥ 16n (C 1 + C 3 +
1

2n
C 2)∫M (∑Κ2

i )
2 3

1, (3. 37)

因此

n
2 (C 1 + C 3 +

1
2n

C 2)V o l (M ) ≥ 16 (C 1 + C 3 +
1

2n
C 2)∫M (∑Κ2

i )
2 3

1. (3. 38)

当 n≥7时, C 1+ C 3+
1

2n
C 2> 0,由 (3. 38)得

16∫M (∑Κ2
i )

2 3
1≤ n

2
V o l (M ). (3. 39)

由 (3. 35)及 Schw arz不等式,有

16∫M (∑Κ2
i )

2 3
1≥ n

2
V o l (M ). (3. 40)

由 (3. 39) , (3. 40)得

∑Κ2
i =

1
4

n. (3. 41)

由 (2. 19) , (3. 41)得

Θ= n
2.

根据引理知M 全纯等距于Q
n
.

注　由定理 1 的证明看到,只要 (n , q)不是 1
6

n

q
=

n- 2

q- 1
的解,M 必是全测地的. 特别

地,有

推论 3　设 (M , g )是 S
n+ p (1)的紧致极小子流形,若对于 q= 0, 2, 3, 4之一时, Spec

q (M , g )

= Spec
q (S

n (1) , g 0) ,则M 是全测地的.
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On the Spectrum of the Laplac ian Operators
on M in imal Subman ifolds

Q u Cheng qin
(N aval E lectron ic Engineering co llege, N anjing 211800)

O uy ang Chong z hen
(N anchang U niversity, N anchang 330047)

Abstract

In the p resen t paper w e discu ss the spectrum of L ap lacian on m in im al subm an ifo lds of

S
n+ p (1) o r CP

n+ 1
, and p rove tha t the to ta lly geodesic m in im al subm an ifo ld of S

n+ p (1) and

the Kaeh ler hypersu rface of CP
n+ 1

have been un iquely characterized by spectrum of q 2fo rm s

of the L ap lacian on them.

Keywords　m in im al subm an ifo ld, L ap lacian opera to rs, spectrum , to ta lly geodesic.
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