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L -逆 左 系 对 幺 半 群 的 刻 画
Ξ

刘　仲　奎
(西北师范大学数学系,兰州 730070)

摘　要　正则左 S 2系是 von N eum ann 正则半群的自然推广,逆左 S 2系是逆半群的

自然推广. 作为左逆半群的自然推广, 本文引入了L 2逆左系的概念, 并用来刻画了几类幺半

群,如左逆幺半群,逆幺半群, adequate幺半群等.
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分类号　AM S (1991) 20M 50, 20M 20öCCL O 152. 7

1　定义及例子

本文中, S 总是表示幺半群,所用记号均来自于[1 ].

设A 是左S 2系,根据[2 ], [ 3 ],称A 是正则的,如果对任意 a∈A ,存在S 2同态 f : S a→S ,

使得 f (a) a = a. 显然,如果S 是 von N eum ann正则幺半群或右可消幺半群,则左S 2系SS 是正

则的.

设 a ∈A , e∈ E (S ). 如果 ea = a ,且关于任意的 r, p ∈S ,由 ra = p a可推出 re = p e,那

么就称{a , e}是A 的一个正则对[ 4 ]. 由[5 ],对于 a ∈A ,记

M a = {e∈ E (S ) û{a , e}是A 的正则对}.

由 [4 ] 可知A 是正则的当且仅当对于任意 a∈A ,M a非空. 如果对任意 a∈A ,都有 ûM aû =

1,则称A 是逆左 S 2系 (见[4 ]. 根据[5 ],A 又可称为强正则左 S 2系). 我们引入如下的定义:

定义 1. 1　设A 是正则左S 2系, a∈A . 若对任意 e∈M a,和任意 g ∈ E (S ) ,恒有 eg a =

g a ,则称 a 是A 的L 2逆元. 若A 中的所有元皆为L 2逆元,则称A 是L 2逆的.

例 1. 2　 (1) 设S 是逆幺半群,则SS 是L 2逆的. 若S 是右可消幺半群,则SS 也是L 2逆的.

特别地若G 是群,则左G2系GG 是L 2逆的.

(2)　设 S = {1, 0, u , v ,w },非平凡部分的乘法表为

u v w

u 0 0 0

v u v w

w u v w

由 [4 ]可知S 是幺半群. 容易看出, u既不是右可消元,也不是von N eum ann正则元. 显然E (S )
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= {1, 0, v ,w },M u = {v ,w },M v = {v ,w },M w = {v ,w },所以SS 是正则左S 2系. 从乘法表

容易知道

vw v = w v , w vw = vw , vw u = w u , w vu = vu.

所以易知 u , v ,w 都是SS 的L 2逆元. 显然 1, 0也是SS 的L 2逆元. 所以SS 是L 2逆的.

这个例子说明L 2逆的左 S 2系可以不是逆的.

(3)　逆的左 S 2系也可以不是L 2逆的. 设X 是集合且 ûX û ≥ 2. 记 P (X ) 为X 上的所有

映射关于映射的合成构成的幺半群,显然X 是左 P (X ) 2系. 由[4 ]可知,对任意 x ∈X ,M x =

{cx },这里 cx: X →X 按如下定义:

cx (y ) = x ,　Π y ∈X .

所以 X 是逆的左 P (X ) 2系. 取不同的元素 x , y ∈X ,易知 cx , cy ∈E (P (X ) ). 因为 cy x = cy (x )

= y , cx cy x = cx cy (x ) = x ,所以 cx cy x ≠ cy x. 这说明 x 不是X 的L 2逆元,所以X 不是L 2逆的.

(4)　L 2逆的左S 2系一定是正则的,但反之不然. 取S 是von N eum ann正则幺半群但不是

左逆幺半群,则SS 是正则的,但不是L 2逆的.

(5)　称 S 是左 P P 幺半群,如果 S 的所有主左理想皆为投射的[ 5 ], [ 8 ]. 设 S 是左 P P 幺半

群且其幂等元都是中心元 (这类幺半群以及它的推广在[6, ], [ 8 ], [ 5 ]中有详细的讨论). 假定

A 是正则左S 2系, a∈A . 对于任意的 e∈M a , g ∈ E (S ) ,有 eg a = g ea = g a ,所以A 是L 2逆
的. 特别地, S 的所有左理想都是L 2逆的左 S 2系.

(6)　设S 是可换的P P 幺半群. 由[9 ]知S 是可消幺半群的半格. 显然任意的正则左S 2系
一定是L 2逆的.

(7)　设 S = {1, h , e, a , f , b, g , c},其乘法表为:

h e a f b g c

h h e a g g g g

e e e e g g g g

a a e e g g g g

f c c c f f g c

b c c c f f g c

g g g g g g g g

c c c c g g g g

则 S 是幺半群[ 10 ]. 显然E (S ) = {1, h , e, f , g }. 设 r, p ∈S 使得 rc = p c. 如果 r = 1,则 p c = c,

所以 p ∈ {1, f , b},因此有 rf = p f . 如果 r∈ {h , e, a , g , c},则 p c = g ,所以 p ∈ {h , e, a , g , c},

因此也有 rf = g = p f . 如果 r∈ {f , b},则 p c = c,所以 p ∈ {1, f , b},所以仍然有 rf = f =

p f . 又 c = f c,所以{c, f }是SS 的正则对. 因此易知M c = {f }. 对于任意的 x ∈ E (S ) ,从乘法

表容易验证 f x c = x c,所以 c是SS 的L 2逆元. 显然 g 是 S 的零元,所以{g , g }是正则对. 易知

M g = {g },因为对任意 x ∈ E (S ) 有 g x g = x g ,所以 g 也是L 2逆元. 令A = {g , c},则A 是

S 的左理想,所以SA 是L 2逆的.

引理 1. 3　L 2逆左S 2系的任意并仍然是L 2逆的. L 2逆左S 2系的任意子系也是L 2逆的.

证明　由[2 ] 知正则左 S 2系的并和子系都是正则的,所以由定义 1. 1易得结论.
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命题 1. 4　设A 是正则左 S 2系, a ∈A . 则如下两条等价:

( i)　a 是A 的L 2逆元.

( ii)　对任意 e∈M a 知 g ∈ E (S ) ,有 eg e = g e.

证明　对于 e∈M a , {a , e}是正则对,所以 ea = a ,且从 ra = p a能推出 re = p e. 所以 eg e

= g eΖ eg a = g a.

2　对幺半群的刻画

定理 2. 1　设 S 是V on N eum ann 正则幺半群,则有如下等价:

( i)　S 是左逆幺半群.

( ii)　任意正则的左 S 2系是L 2逆的.

证明　设S 是左逆幺半群,则显然任意的正则左S 2系是L 2逆的 (由命题 1. 4). 反之设所

有的正则左S 2系是L 2逆的. 因为S 是 von N eum ann正则幺半群,所以SS 是正则左S 2系,因此

是L 2逆的. 对任意 e, f ∈ E (S ) ,显然 e∈M e,所以 ef e = f e. 所以 S 是左逆幺半群.

引理 2. 2　设存在L 2逆的左 S 2系,则 S 有一个最大的L 2逆左理想.

证明　设A 是L 2逆的左S 2系, a∈A ,则 a是A 的L 2逆元. 所以存在 e∈E (S ) ,使得{a ,

e}是正则对. 易知有S 2同构S a ∆ S e. 由引理 1. 3知S a是L 2逆的,所以S e是L 2逆的. 这说明

S 有L 2逆的左理想. 令 T 是所有的L 2逆的左理想的并,则 T ≠ Á . 由引理 1. 3知 T 是S 的最

大的L 2逆左理想.

[ 3 ]中构造了一个幺半群S 使得任何左S 2系都不是正则的,所以任何左S 2系都不是L 2逆
的. 我们以下考虑当所有L 2逆左 S 2系具有某种性质时, S 应具有什么性质. 故假定存在L 2逆
的左 S 2系.

设A 是左S 2系,称A 是自由的,如果A ∆ úS ,这里S 看成是左S 2系[ 2 ]. 称A 是左S 2系范
畴S 2A ct中的生成子,如果存在满的S 2同态 f : A →S [ 11 ]. 称A 是强平坦的,如果函子 - á A 保

持右S 2系范畴A ct2S 中的恒等子和拉回[ 12 ], [ 15 ]. Bu lm an2F lem ing [ 15 ]中证明了实际上 - á A 保

持拉回即可保证A 是强平坦的. 称A 是平坦的,如果对任意右S 2系单同态B →C ,诱导映射B

á A →C á A 是单的[ 13 ], [ 14 ]. 称A 是 (主) 弱平坦的,如果对于 S 的任意 (主) 右理想 I ,诱导映

射 I á A →S á A 是单的[ 13 ], [ 14 ]. A 叫做是挠自由的,如果关于任意的 a , b∈A ,任意左可消元

s∈ S ,由 sa = sb可推出 a = b[ 2 ]. 下述引理可见[2 ], [ 16 ].

引理 2. 3　对于左 S 2系,以下递推关系成立:

　自由 ] 投射生成子 ] 投射 ] 强平坦 ] 平坦 ] 弱平坦 ] 主弱平坦 ] 挠自由
但是上述所有递推关系的逆都不成立.

定理 2. 4　如下几条等价:

( i)　所有L 2逆左 S 2系是投射的.

( ii)　所有L 2逆左 S 2系是强平坦的.

( iii)　对于任意 e∈ T ∩ E (S ) , S e是S 的极小左理想,这里 T 是S 的最大L 2逆左理想.

证明　由引理 2. 3, ( i) ] ( ii) 是显然的.

( ii) ] ( iii)　设 e∈ T ∩ E (S ) ,则 S e是L 2逆的左理想. 设存在 S 的左理想L ≤ S e但L
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≠ S e. 取 x , y , z 为三个符号. 令M = { (se, x ) ûse | L }∪ { (se, y ) ûse | L }∪ { (se, z ) ûse∈

L }. 定义 S 在M 上的左作用为:

　　　t (se, x ) =
( tse, x ) , tse | L

( tse, z ) , tse∈L
,　t (se, y ) =

( tse, y ) , tse | L

( tse, z ) , tse∈L
,

t (se, z ) = ( tse, z ).

容易验证M 关于上述定义的S 2作用而成为左S 2系. 显然M = S (e, x ) ∪S (e, y ). 因为S (e, x )

∆ S e, S (e, y ) ∆ S e,所以由引理 1. 3知M 是L 2逆的. 由条件可知M 是强平坦的,故由[16 ]中

的推论 1. 10知M 是循环子系的不交并. 由M 的构造知这是不可能的. 矛盾说明S e是S 的极小

左理想.

( iii) ] ( i)　设左S 2系A 是L 2逆的, a∈A . 则 a是L 2逆元,因此存在 e∈ E (S ) ,使得{a ,

e} 是正则对. 所以有S 2同构S a ∆ S e. 由于S a是L 2逆的,所以S e是L 2逆的,因此S e Α T ,故

e∈ T. 由条件知 S e是S 的极小左理想,所以 S a 是单的左 S 2系. 所以A 可以写成一些单左 S 2
系的不交并. 而A 的每一个单左 S 2系都同构于某个 S e, e∈ E (S ) ∩ T ,所以A 是投射的.

定理 2. 5　如下几条等价:

( i)　所有L 2逆的左 S 2系是平坦的.

( ii)　所有L 2逆的左 S 2系是弱平坦的.

( iii)　所有L 2逆的左 S 2系是主弱平坦的.

( iv)　关于任意 e∈ T ∩ E (S ) 和任意 s∈ S , se常为 S 的 von N eum ann 正则元. 这里 T

是 S 的最大L 2逆左理想.

证明　由引理 2. 3知 ( i) ] ( ii) ] ( iii) 是显然的.

( iii) ] ( iv)　设 e∈ T ∩ E (S ) , s∈ S. 如果 S se = S e,则存在 t∈ S 使得 tse = e,所以 se

是 von N eum ann 正则元. 因此我们假定 S se≠S e. 取三个符号 x , y , z. 令M = ( (S e - S se) ×

{x , y }) ∪ {S se× {z }). 和定理 2. 4的证明类似地定义S 在M 上的左作用,则M 构成一个左S 2
系. 显然M = S (e, x ) ∪S (e, y ). 因为S (e, x ) ∆ S e, S (e, y ) ∆ S e,而S e≤ T 是L 2逆的,所以

M 是L 2逆的,从而是主弱平坦的.

显然有 se (e, x ) = (se, z ) = se (e, y ) ,所以在 S á M 中有 se á (e, x ) = se á (e, y ). 因为

M 是主弱平坦的,所以在 seS á M 中有 se á (e, x ) = se á (e, y ). 由[17 ]知存在 s1, s2,⋯, sn∈

S ,m 2,⋯,m n ∈M , u 1, v 1,⋯, u n, v n ∈ S 使得

se = ses1u 1,

ses1v 1 = ses2u 2,　　 u 1 (e, x ) = v 1m 2,

ses2v 2 = ses3u 3, u 2m 2 = v 2m 3,

⋯⋯ ⋯⋯

sesnv n = se, u nm n = v n (e, y ).

设m i = ( ti,w i) , i = 2,⋯, n ,这里 ti∈S ,w i∈ {x , y , z }. 显然存在某个 i,使得w i = z. 所以 u i ti

∈ S se. 因此, se = ses1u 1 = ses1u 1e = ses1v 1 t2 = ses2u 2 t2 = ses2v 2 t3 = ses3u 3 t3 = ⋯ = sesiu i ti ∈

seS se,所以 se是 von N eum ann 正则元.

( iv) ] ( i)　设B 是L 2逆的左S 2系. 我们要证明B 是平坦的. 设A 是右S 2系, a , a′∈A ,

b, b′∈B ,并且在A á B 中有 a á b = a′á b′. 由[17 ]知我们只须证明在 (aS ∪ a′S ) á B 中
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有 a á b = a′á b′即可. 由[17 ]可知存在 a1,⋯, an∈A , b2,⋯, bn∈B , s1, t1,⋯, sn , tn∈S 使

得

a = a1s1,

a1 t1 = a2s2,　　s1b = t1b2,

a2 t2 = a3s3,　　s2b2 = t2b3,

⋯⋯　　　 ⋯⋯

an tn = a′,　　　snbn = tnb′.

(1)

下面对 n 使用数学归纳法证明我们的结论.

设 n = 1,则等式组 (1) 变为

a = a1s2,

a1 t1 = a′,　　s1b = t1b′.

因为 b, b′∈B ,所以 b, b′为L 2逆元. 故存在 e, f ∈ E (S ) ,使得 e∈M b, f ∈M b′. 显然有同构

S b ∆ S e, S b′∆ S f , 所以 S e, S f 都是 L 2逆左理想, 从而 e, f ∈ T. 由条件可知 s1e 是 von

N eum ann 正则元,所以存在 u ∈ S , 使得 s1e = s1eus1e. 又因为 t1b′= s1b = s1eb = s1eus1eb =

s1eus1b = s1eu t1b′,所以由正则对的性质知有 t1f = s1eu t1f . 所以在 (aS ∪ a′S ) á B 中有:

　　a á b = a á eb = ae á b = a1s1e á b = a1s1eus1e á b = a1s1eu á s1eb

= a1s1eu á t1b′= a1s1eu á t1f b′= a1s1eu t1f á b′= a1 t1f á b′

= a′f á b′= a′á f b′= a′á b′.

设 n ≥ 2. 为方便计,令 b1 = b, bn+ 1 = b′. 因为B 是L 2逆的,所以 bi 是L 2逆元,因此存在

ei ∈ E (S ) ∩M bi
. 由同构S bi ∆ S ei可知S ei也是L 2逆的,所以 ei∈ T . 由等式组 (1)可得如下

的等式组:

ae1= a1s1e1

a1 t1e2= a2s2e2 s1e1b= t1e2b2

a2 t2e3= a3s3e3 s2e2b2= t2e3b3

⋯⋯ ⋯⋯

an tnen+ 1= a′en+ 1 snenbn= tnen+ 1b′

(2)

由于 s1e1是 von N eum ann正则元,故存在 u ∈S 使得 s1e1 = s1e1us1e1. 所以由 t1b2 = s1b = s1e1b

= s1e1us1e1b = s1e1us1b = s1e1u t1b2得 t1e2 = s1e1u t1e2. 考虑 (2) 中框线以内的等式组,由归纳假定

可知在 (a1 t1e2S ∪a′en+ 1S ) á B 中有a1 t1e2 á b2 = a′en+ 1 á b′. 因为a1 t1e2 = a1s1e1u t1e2 = ae1u t1e2

∈ aS ,所以在 (aS ∪ a′S ) á B 中有

a′á b′= a′á en+ 1b′= a′en+ 1 á b′= a1 t1e2 á b2.

考虑 (2) 中的前两行,由归纳假定又可知在 (aS ∪ a2s2e2S ) á B 中有 ae1 á b = a2s2e2 á b2.

因为 a2s2e2 = a1 t1e2 ∈ aS ,所以在 (aS ∪ a′S ) á B 中有

a á b = a á e1b = ae1 á b = a2s2e2 á b2 = a1 t1e2 á b2 = a′á b′.

这样我们就证明了B 是平坦的左 S 2系.

推论 2. 6　设S 是幺半群. 则S 是左逆幺半群当且仅当左S 2系SS 是L 2逆的且所有L 2逆
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的左 S 2系是平坦 (弱平坦,主弱平坦) 的.

证明　如果左 S 2系SS 是L 2逆的,则 S 的最大L 2逆左理想 T = S ,故 1∈ T. 若所有L 2
逆的左 S 2系还是主弱平坦的,则由定理 2. 5知任意 s∈S , s是 von N eum ann正则元. 设 e, f ∈

E (S ) ,则显然 e∈M e. 所以再由SS 的L 2逆性可知 ef e = f e. 故 S 是左逆幺半群.

反之设 S 是左逆幺半群,则SS 是L 2逆左S 2系. 再由定理 2. 5即可知所有L 2逆的左S 2系
是平坦的.

定理 2. 7　如下两条等价:

( i)　所有L 2逆左 S 2系是挠自由的.

( ii)　对任意 e∈ E (S ) ∩ T ,任意左可消元 r∈ S ,常有L e = L re. 这里 T 是 S 的最大

L 2逆左理想.

证明　 ( i) ] ( ii)　设 e∈ E (S ) ∩ T , r是 S 的左可消元. 如果L e≠L re,则 S re≠ S e. 和

定理 2. 4的证明类似地作左 S 2系M = ( (S e - S re) × {x , y }) ∪ (S re× {z }). 因为 e∈ T ,

所以易知M 是L 2逆的,因而挠自由的. 所以由 r (e, x ) = (re, z ) = r (e, y ) 可得 (e, x ) = (e, y ).

但这是不可能的. 所以 eL re.

( ii) ] ( i)　设A 是L 2逆的左S 2系, a , b∈A , r∈S 是左可消元,满足 ra = rb. 由A 的L 2
逆性可知M a ≠ Á ,M b≠ Á . 设 e∈M a , f ∈M b. 则可以证明 e∈ T ∩ E (S ). 所以由条件

知L e = L re,故存在 t∈ S 使得 tre = e,容易知道 rea = rf b,所以 trea = trf b,因此 trf b =

ea = a. 从而 rb = ra = rtrf b. 利用正则对{b, f }的性质可知有 rf = rtrf f = rtrf . 再利用 r的

左可消性可得 f = trf . 所以有

a = ea = trea = tra = trb = trf b = f b = b.

这就证明了A 是挠自由的.

定理 2. 8　如下几条等价:

( i)　所有L 2逆的左 S 2系是自由的.

( ii)　所有L 2逆的左 S 2系是 S 2A ct 中的投射生成子.

( iii)　S 是群.

证明　 ( i) ] ( ii) 是显然的.

( ii) ] ( iii)　设 e∈ T ∩ E (S ) ,则S e是L 2逆的,从而是投射生成子,所以有满的 S 2同态
f : S e→ S. 设 f (x e) = 1. 令 g : S → S x e为 g (s) = sx e,则 g 是 S 2同态且 f g (s) = f (sx e) =

sf (x e) = s, g f (sx e) = g (s) = sx e,所以 S ∆ S x e. 另一方面,由引理 2. 3知所有L 2逆的左 S 2
系是投射的,所以由定理 2. 4知S e是S 的极小左理想,所以S x e = S e,因此S ∆ S e. 故S 没有

真的左理想,所以 S 是群.

( iii) ] ( i)　当S 是群时,由[2 ]知所有正则左S 2系都是自由的,故所有L 2逆左S 2系是自
由的.

设A 是左S 2系, a∈A ,称 a是A 的正则元,如果M a≠Á . 称 a是A 的逆元,如果 ûM aû
= 1. 同样可以定义右 S 2系的正则元及逆元.

引理 2. 9　如下几条等价:

( i)　对于任意左 S 2系A ,A 中的正则元是逆元.

( ii)　 SS 中的正则元是逆元.
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( iii)　每个R3 2类中最多只有一个幂等元.

证明　 ( i) ] ( ii) 是显然的.

( ii) ] ( iii)　设 a∈S , a所在的R3 2类R
3
a 中有幂等元 e, f ,则由[18 ]中的推论 1. 2可知

ea = a , f a = a ,且对于任意 x , y ∈S ,若 x a = y a ,则 x e = y e, x f = y f . 这说明{a , e}, {a , f }是

正则对,所以 e, f ∈M a. 因此 a 是SS 的正则元,从而是逆元,所以 ûM aû = 1,故有 e = f .

( iii) ] ( i)　设A 是左 S 2系, a ∈A 是正则元. 假定 e, f ∈M a ,则{a , e}, {a , f }都是正则

对. 设 x , y ∈S 使得 x e = y e,则 x a = x ea = y ea = y a ,所以 x f = y f . 反之若 x f = y f ,则 x e

= y e. 所以由[18 ]中的引理 1. 1知 eR3
f ,所以 e = f . 这就证明了 ûM aû = 1,即 a 是A 的逆

元.

同样的方法可以证明:

推论 2. 10　如下几条等价:

( i)　对于任意右 S 2系A ,A 中的正则元是逆元.

( ii)　S S 中的正则元是逆元.

( iii)　每个L 3 2类中最多只有一个幂等元.

定理 2. 11　设S 是A bundan t幺半群,则S 是 adequate幺半群当且仅当所有正则的左S 2
系和右 S 2系都是逆的.

证明　因为A bundan t 幺半群作为左、右 S 2系都是正则的,所以由引理 2. 9和推论 2. 10

即得结论.

定理 2. 12　设S 是von N eum ann正则幺半群. 则S 是逆幺半群当且仅当所有正则的左S 2
系和所有正则的右 S 2系都是逆的.

证明　当S 是 von N eum ann 正则幺半群时, SS , S S 分别是正则的左、右S 2系,并且L =

L 3
, R = R3

. 所以由引理 2. 9和推论 2. 10即得结论.
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Character iza tion of M ono ids by L - Inverse L ef t Acts

L iu Z hong ku i
(D ep t. of M ath. , N o rthw est N o rm al U niv. , L anzhou 730070)

Abstract

It is w ell2know n tha t regu lar left acts and inverse left acts are na tu ra l genera liza t ion s of

von N eum ann regu lar sem igroup s and inverse sem igroup s, respect ively. A s a natu ra l genera l2
iza t ion of left inverse sem igroup s, w e in troduce a concep t of L 2inverse left acts. Som e char2
acteriza t ion s of m ono ids are g iven u sing p ropert ies of L 2inverse left acts.

Keywords　L 2inverse left acts, regu lar left acts, inverse acts.
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