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观测向量的变换对广义线性模型参数估计的影响
Ξ

刘　金　山
(五邑大学数理系, 广东江门市529020)

摘　要　本文一般地考察了观测向量 Y 用线性变换 F Y 代替对广义线性模型 Y = X Β

+ Ε的系数估计的影响,得到了由变换引起的方差增量公式,并由此得到了一个可估子空间,

当且仅当其中元素的估计优良性不因观测向量的变化而改变,这一结果推广了文献[ 1 ]的结

果.

关键词　广义 Gauss2M arkoff模型,线性变换,非负定离差阵.

分类号　AM S (1991) 62F10, 62J05öCCL O 212. 1

§1　引　言

考虑广义线性模型

Y = X Β + Ε,　Ε∽ (0, 2 ) , (1. 1)

这里 Y 是 n×1的观测向量, X 是秩为任意的 n×p 阶矩阵, 2 是 n×n 阶非负定阵,它是已知

的,或存在一个未知的正数因子. 对于 k×n 阶矩阵 F ,因 F Y 代替 Y 一般给系数 Β的估计带来
信息的损失. 文献[1 ]定性地证明了,原模型 (1. 1)的整体可估函数集合 X Β的最优线性无偏估
计 (BLU E)的优良性不因观测向量的变化而改变的充要条件是

Λ{X } < Λ{T F′}, (1. 2)

这里 Λ{A }表示A 的列张成的子空间,而

T = 2 + X V X ′, (1. 3)

V 是任一满足 Λ{X }< Λ{T }的非负定阵.

注意到[1 ]的结论是关于模型 (1. 1)的可估函数集合的整体性质,条件 (1. 2)蕴涵着

Λ{X ′(T - )′X } < {X ′(T - )′T F′}, (1. 4)

这里A
- 表示A 的 g 2逆. 根据 T 的定义知X ′(T

- )′T = X ′,且Λ{X ′(T
- )′X }= Λ{X ′},因此 (1.

4)简化为

Λ{X ′} < Λ{X ′F′}. (1. 5)

但是反之 (1. 5)成立时 (1. 2)不一定成立,而在条件 (1. 5)下模型 (1. 1)的所有可估函数的可估

性在变换 F Y 下保持不变,且 Β的一些函数的BLU E 的优良性在这样的变换下也能够保持不

变.

本文通过方差的比较考察变换 F Y 产生的信息损失对估计的影响,推导出方差增量的一
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般结果,并由此得到一个可估子空间,其中元素的估计方差不因观测向量的改变而增加,这

一结果是对[1 ]中结果的一个推广.

在以下讨论中, r (A )表示A 的秩,A
+ 表示A 的 g + 逆,A

⊥表示任一满足A ′A ⊥= 0, r (A ⊥)

= n- r (A )的列满秩阵.

§2　主 要 结 果

为得到本文的主要结果,需要以下引理.

引理1　对于模型 (1. 1) ,函数C′Β的BLU E 为

C′Βδ = C′(X ′T - X ) -
X ′T - Y + d′( I - T T - ) Y , (2. 1)

其中C∈Λ{X ′}, d 是任一向量, T 由 (1. 3)定义.

证明见[2 ]中定理1.

引理2　若非负定阵A 分块为

A =
A 11 A 12

A 21 A 22

,

这里A ii非负定. 则

( i)　　　　　　　　　A
+
11õ2= A

+
11+ A

+
11A 12A

+
22õ1A 21A

+
11, (2. 2)

( ii)　　　　　　　　　A
+
11A 12A

+
22õ1= A

+
11õ2A 12A

+
22, (2. 3)

这里A 11õ2= A 11- A 12A
+
22A 21,A 22õ1= A 22- A 21A

+
11A 12.

证明可根据分块矩阵广义逆公式及A
+ 的唯一性得到.

引理3　记集合X = {x : x = A u 且B u= 0},其中 x , u 是向量, A ,B 是已知矩阵. 则

dim X = r (A ′,B ′) - r (B ) ,

这里 dim 表示子空间维数.

证明见[3 ]中定理1. 1. 2.

引理4　设A ,B 是行数相同的矩阵. 则

r (A ,B ) = r (A ) + r[ ( I - A A - )B ].

　　证明见[4 ]中定理19.

以下记

W = F T F′. (2. 4)

根据引理1,对于任意向量C∈Λ{X ′F′},

C′Β3 = C′(X ′F′W - FX ) - X ′F′W - F Y + d ( I - W W - ) F Y (2. 5)

是以下模型系数函数C′Β的BLU E.

F Y = FX Β + e,　e∽ (0, F 2 F′). (2. 6)

　　定理1　设C′Βδ和C′Β3 分别是原模型 (1. 1)和变换模型 (2. 6)的BLU E. 则它们的方差满

足

V ar (C′Β3 ) - V ar (C′Βδ) = C′(X ′T - X ) - X ′T + ZR + Z′T + X (X ′T - X ) -
C , (2. 7)

其中C∈Λ{X ′F′},而
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Z = (T + T F′) ⊥,　R = Z′T + ( I - P X ) Z , (2. 8)

这里 P X = X (X ′T +
X ) +

X ′T + 是向空间 Λ{X }的投影阵.

证明　注意到 Λ{X ′T -
X }= Λ{X ′}, Λ{X ′F′W -

FX }= Λ{X ′F′}. 以 (2. 1)和 (2. 5)容易推

得

　　V ar (C′Β3 ) - V ar (C′Βδ)

　= C′(X ′F′W -
FX ) -

X ′F′W -
F 2 F′(W - )′FX (X ′F′W -

FX ) -
C

　　- C′(X ′T -
X ) -

X ′T - 2 (T
- )′X (X ′T -

X ) -
C

　= C′(X ′F′W -
FX ) -

F′W -
F (T - X V X ′) F′(W - )′FX (X ′F′W -

FX ) -
C

　　- C′(X ′T -
X ) -

X ′T - (T - X V X ′) (T
- )′X (X ′T -

X ) -
C

　= [C′(X ′F′W -
FX ) -

C - C′V C ]- [C′(X ′T -
X ) -

C - C′V C ]

　= C′(X ′F′W -
FX ) -

C - C′(X ′T -
X ) -

C

　= C′(X ′F′W +
FX ) +

C - C′(X ′T +
X ) +

C. (2. 9)

若记

H = T F′,　M = T
+

T F′, (2. 10)

则

X ′F′W + FX = X ′T + P H X , (2. 11)

这里 P H = H (H ′T +
H ) +

H ′T + = T F′W +
F T T

+ .

若记 T
+

P Z = T
+

Z (Z′T +
Z ) +

Z′T
+
. 则 P H Z = 0,且 P ZH = 0,于是

　　　　　　0= T
+ (P H + P Z - I ) (Z , H )

= T
+ [H (H ′T +

H ) +
H ′+ Z (Z′T +

Z ) +
Z′- T ]T

+ (Z , H ). (2. 12)

下面证明

r (T + (Z , H ) ) = r (T + ). (2. 13)

由记法 (2. 10) , T
+ (Z , H ) = T

+ (M ⊥, T F′). 由 T 的非负定性,存在正交阵 P 使

T = PN P′,N = diag (∆1,⋯, ∆t, 0,⋯, 0) , (2. 14)

这里 t= r (T ) , ∆i> 0 ( i= 1,⋯, t). 记

N k = diag (∆k
1,⋯, ∆k

t , 0,⋯, 0). (2. 15)

在此记号下 T 和 T
+ 有以下分解式,

　　　　　　　T = PN P′= T
1
2 T

1
2 , T

1
2 = PN

1
2 P′;

　　　　　　　T
+

= PN
- 1

P′= (T
+ )

1
2 (T

+ )
1
2 , (T

+ )
1
2 = PN

1
2 P′.

根据事实 r (A B )≤m in{r (A ) , r (B ) },得

r (T + ) ≥ r (T + (M ⊥, T F′) ) ≥ r (T
1
2 T + (M ⊥, T F′) ) = r ( (T + )

1
2M ⊥, T

1
2M ). (2. 16)

又由于

( (T + )
1
2M ⊥)′T

1
2M = (M ⊥)′(T

+ )
1
2 T

1
2 T + T F′= (M ⊥)′T + T F′= (M ⊥)′M = 0

所以 (2. 16)式右端满足

r ( (T + )
1
2M ⊥, T

1
2M ) = r ( (T + )

1
2M ⊥) + r (T

1
2M )

≥ r (T (T + )
1
2M ⊥) + r (T

1
2M )
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= r (T
1
2M ⊥) + r (T

1
2M ) ≥ r (T

1
2 (M ⊥,M ) )

= r (T
1
2 ) = r (T + ). (2. 17)

综合 (2. 16) , (2. 17)得 (2. 13).

利用事实:当 r (A B ) = r (A )时, CA B = DA B Ζ CA = DA . 由 (2. 12) , (2. 13)得

T
+ (P H + P Z ) = T + , (2. 18)

记

A = (X , Z )′T + (X , Z ) =
X ′T + X X ′T + Z

Z′T + X Z′T + Z
=
△ A 11 A 12

A 21 A 22

.

把 (2. 18)代入 (2. 11)并应用引理2 ( i)得

(X ′F′W + FX ) +
= (X ′T + P H X ) +

= (X ′T + ( I - P Z )X ) +
= A

+
11õ2

= (X ′T + )X
+

+ (X ′T + X ) +
X ′T + ZR + Z′T + X (X ′T + X ) +

. (2. 19)

(2. 19)代入 (2. 9)并注意到C′(X ′T +
X ) +

X ′= C′(X ′T -
X ) -

X 即得 (2. 7).

定理2　对于原模型 (1. 1) , C′Β3 是C′Β的BLU E 的充要条件是

C ∈ Λ{X ′F′}∩ Λ{X ′T + X (X ′T + ZR + )⊥}. (2. 20)

　　证明　必要性　若C′Β3 是C′Β的BLU E,则C′Β3 必定是无偏估计. 但由于C′Β3 是 F Y 的

函数,因此C∈Λ{X ′F′}. 由定理1并注意到 R 是非负定阵得

V ar (C′Β3 ) = V ar (C′Βδ)

　Ζ C′(X ′T - X ) -
X ′T + ZR + Z′T + X (X ′T - X ) -

C = 0

　Ζ C′(X ′T + X ) +
X ′T + ZR + = 0

　Ζ (X ′T + X ) +
C = (X ′T + ZR + ) ⊥ Α,对某向量 Α

　Ζ C = X ′T + X (X ′T + ZR + ) ⊥ Α. (2. 21)

由此并由C∈Λ{X ′F′}得 (2. 20). 必要性得证.

充分性由定理1及等价关系 (2. 21)立即证得.

特别是当 Λ{X ′F′}= Λ{X ′}时以上两定理成立.

推论1　对于原模型 (1. 1) ,及变换 F Y ,若 Λ{X ′F′}= Λ{X ′}. 则对任意的C∈Λ{X ′}

( i)　V ar (C′Β3 ) - V ar (C′Βδ) = C′(X ′T -
X ) -

X ′T +
ZR

+
Z′T +

X (X ′T -
X ) -

C;

( ii)　V ar (C′Β3 ) = V ar (C′Βδ) Ζ C∈Λ{X ′T +
X (X ′T +

ZR
+ ) ⊥}.

在推论1中若进一步假定 r (2 , X ) = n ,则 T 可逆,且这时 R 也可逆. 事实上,由于 R 的阶

数等于矩阵 Z 的列数,而这时 Z = (F′)
⊥
. 于是

　r (R ) = r (Z′T - 1 ( I - P X ) Z ) = r ( ( I - P X ) Z ) = d im {Α: Α= ( I - P X ) u 且 F u= 0}

= r ( I - P
′
X , F′) - r (F ) = r[T

1
2 ( I - P

′
X , F′) d iag (T

- 1
2 , I ) ]- r (F )

= r ( I - T
- 1

2 X (T
- 1

2 X ) +
, T

1
2 F′) - r (F )

= r ( I - T
- 1

2 X (T
- 1

2 X ) + ) + r (T
- 1

2 X (T
- 1

2 X ) +
T

1
2 F′) - r (F )

= n- r (T
- 1

2 X ) + r (T
- 1

2 X (T
- 1

2 X ) +
T

1
2 F′) - r (F ) , (2. 22)

注意到 T
- 1

2 X (T
- 1

2 X ) +
T

1
2 F′= T

- 1
2 X (X ′T - 1

X ) -
X ′F′,且有不等式
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r (X ′F′) ≥ r (T
- 1

2 X (X ′T - 1X ) -
X ′F′) ≥ r (X ′T - 1X (X ′T - 1X ) -

X ′F′) = r (X ′F′).

又在推论1的条件下 r (X ′F′) = r (X ) ,于是 (2. 22)简化为

r (R ) = n - r (F ) = r (Z ). (2. 23)

由 (2. 23) ,并根据 Z 的列满秩性知R 是满秩方阵,因此R 可逆. 而这时等价关系 (2. 21)又简化

为

　　V ar (C′Β3 ) = V ar (C′Βδ) Ζ Z′T - 1
X (X ′T - 1

X ) -
C = 0

Ζ C∈Λ{X ′T - 1
X (X ′T - 1

Z ) ⊥}. (2. 24)

综上得

推论2　对于原模型 (1. 1) ,及变换 F Y ,若 Λ{X ′}= Λ{X ′F′},且 r (2 , X ) = n ,则对任意的

C∈Λ{X ′},

(i)　V ar (C′Β3 ) - V ar (C′Βδ) = C′(X ′T - 1
X ) -

X ′T - 1
Z [ Z′T - 1 (T - X (X ′T - 1

X ) -
X ′) T

- 1

Z ]
- 1

Z′T - 1
X (X ′T - 1

X ) -
C;

( ii)　V ar (C′Β3 ) = V ar (C′Βδ) Ζ C∈Λ{X ′T - 1
X (X ′T - 1

Z )⊥}.

由推论1,推论2知,当 Λ{X ′}= Λ{X ′F′}成立时,存在 Λ{X ′}的子空间

S =
Λ{X ′T + X (X ′T + ZR + )⊥}, 当 T 奇异时,

Λ{X ′T - 1X (X ′T - 1Z )⊥}, 当 T 可逆时,
, (2. 25)

当C∈S 时,原模型 (1. 1)的系数函数 C′Β的BLU E 的统计优良性不因观测向量的变化而改

变. 并且C∈S 时C′Β的BLU E 可从变换模型 (2. 6)得到.

特别是当文献[1 ]中条件 Λ{X }< Λ{T F′}满足时,存在矩阵 K 使 X = T F′K ,于是

X ′T + Z = K′F T T + Z = K′(T + T F′)′(T + T F′)⊥. (2. 26)

这时子空间 (2. 25)就简化为

S = Λ{X ′T + X } = Λ{X ′}. (2. 27)

由此可知,本文得到的结果推广了文献[1 ]的结果.
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The Inf luence to Param eter Estimation in a Genera l L inear
Regression M odel with L inear Tran sformation s

L iu J inshan
(D ep t. of M ath. and Phy. , W uyi U niversity, J iangm en, Guangdong, 529020)

Abstract

Fo r an arb it ra ry rank genera l Gau ss2M arkoff m odel Y = X Β + Λ, Λ∽ (0, 2 ) , w here 2
is a nonnegat ive ddefin ite m atrix, the effect of t ran sfo rm ing the ob servab le vecto r Y to F Y is

ana lyzed w ith respect to the variance of the Best L inear U nb iased E st im ato r (BLU E) of C′Β
. It is show n tha t there ex ists an est im ab le sub space S in w h ich the BLU E of C′Β can be get

as a funct ion of F Y . T he resu lt ob ta ined in [1 ] is genera lized in th is paper.

Keywords　genera l Gau ss2M arkoff m odel, linear t ran sfo rm at ion, nonnegat ive defin ite d is2
persion m atrix.
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