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关于Hurwitz Zeta-函数导数的一类新型均值公式
Ξ

郭　金　保
(延安大学数学系, 716000)

摘　要　本文利用解析方法给出 Φ′1 (s, Α)对参数 Α的二次积分均值的一个很强的渐

近公式.
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§1　引言及引理

对于实数 0 < Α≤ 1, 设 Φ(s, Α) 表示H u rw itz Zeta2函数, 当 R es > 1 时定义 Φ(s, Α) =

∑
∞

n= 0

1
(n + Α) s , Φ′(s, Α) 表示Φ(s, Α) 关于复变量 s的一阶导数, Φ′1 (s, Α) = Φ′(s, Α) + Α- s lnΑ. 本文

的主要目的是讨论均值

∫
1

0
Φ′1 (Ρ1 + i t, Α) Φ′1 (Ρ2 - it, Α) d Α (1)

的渐近性质,这里 0 < Ρ1, Ρ2 < 1, t≥ 2.

关于这一问题, [ 1 ]曾作过研究,并利用H u rw itz Zeta2函数的导数 Φ′(s, Α) 的逼近方程及

其三角和估计证明了下面的结果:

　∫
1

0
ûΦ′1 ( 1

2
+ i t, Α) û 2

d Α=
1
3

ln3 ( t
2Π) + Χln2 ( t

2Π) + 2Χ1 ln ( t
2Π) + Χ2 + O ( t

- 1
6 ( ln t)

10
3 ) ,

其中 Χi = lim
N →∞

(∑
n≤N

ln
i
n

n
-

1
i + 1

( lnN ) i+ 1) , Χ0 = Χ为 Eu ler常数.

本文对此作进一步的研究,利用解析方法给出 (1) 式的一个很强的渐近公式.

引理　对于给定的 0 < Ρ1, Ρ2 < 1,当 t≥ 2时有估计式

∫
1

0
Α- Ρ1+ it

lnΑΦ′1 (Ρ2 + i t, Α) d Α= O ( 1
t

).

证明　设 s1 = - Ρ1 + it, s2 = Ρ2 + it,反复使用分部积分法得

∫
1

0
Α

s1 lnΑΦ′1 (s2, Α) d Α

　= [
1

1+ s1∫
1

0
Α

s1Φ′1 (s2, Α) d Α- ∑
n

k= 1

s2 (1+ s2)⋯ (k - 1+ s2)
(1+ s1) (2+ s1)⋯ (k + 1+ s1)∫

1

0
Α

k+ s1Φ′1 (k + s2, Α) d Α]
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　　- [
1

1+ s1∫
1

0
Α

1+ s1 lnΑΦ1 (1+ s2, Α) d Α+ ∑
n

k= 1

s2 (1+ s2)⋯ (k - 1+ s2)
(1+ s1) (2+ s1)⋯ (k + 1+ s1)

　　·∫
1

0
Α

k+ 1+ s1 lnΑΦ1 (k+ 1+ s2, Α) d Α]

　　+
s2 (1+ s2)⋯ (n+ s2)

(1+ s1) (2+ s1)⋯ (n+ 1+ s1)∫
1

0
Α

n+ 1+ s1 lnΑΦ′1 (n+ 1+ s2, Α) d Α≡J 1+ J 2+ J 3. (2)

现在分别估计 (2)中的各项. 首先,对 J 1 中的第一项,我们再使用分部积分法有

　　　　-
1

1+ s1∫
1

0
Α

s1Φ′1 (s2, Α) d Α

　= -
1

1+ s1
[
Φ′1 (s2, 1)

1+ s1
-

1
1+ s1∫

1

0
Α

s1+ 1
Φ′1 (s2+ 1, Α) d Α

　　+
s2

1+ s1∫
1

0
Φ′1 (s2+ 1, Α) Α

s1+ 1
d Α]ν 1

t
, (3)

同理对 J 2 中第一项有估计式

-
1

1+ s1∫
1

0
Α1+ s1 lnΑΦ1 (1+ s2, Α) d Αν 1

t
, (4)

其次对于 J 1 中的求和式,有

　　- ∑
n

k= 1

s2 (1+ s2)⋯ (k - 1+ s2)
(1+ s1) (2+ s1)⋯ (k + 1+ s1)∫

1

0
Α

k+ s1Φ′1 (k+ s2, Α) d Α

　　　ν 1
t ∑

n

k= 1
[∫

1ö2

0
Α

k - Ρ1Φ′1 (k+ Ρ2, Α) d Α+∫
1

1ö2
Αk - Ρ1 Φ′1 (k+ Ρ2, Α) d Α]

　　　ν 1
t ∑

n

k= 1
[

1
2

k- Ρ1
+∫

1

1ö2
Φ′1 (k+ Ρ2,

1
2

) d Α]ν 1
t ∑

n

k= 1
[

1
2

k- Ρ1
+

1

( 3
2

) k+ Ρ2

]ν 1
t
. (5)

对 J 2 中的求和式,注意到 0≤Α< 1时ûΑlnΑû< 1,于是有

　　- ∑
n

k= 1

s2 (1+ s2)⋯ (k - 1+ s2)
(1+ s1) (2+ s1)⋯ (k + 1+ s1)∫

1

0
Α

k+ 1+ s1 lnΑΦ1 (k+ 1+ s2, Α) d Α

　　　ν 1
t ∑

n

k= 1

[∫
1ö2

0
Α

k - Ρ1d Α+∫
1

1ö2
Φ1 (k + 1+ Ρ2,

1
2

) d Α]

　　　ν 1
t ∑

n

k= 1

[
1

2k- Ρ1
+

1

( 3
2

) k+ 1
]ν 1

t
. (6)

最后估计 J 3,取 n≥3ln t,就有

　J 3 ν∫
1

0
Αn- Ρ1 ûΑlnΑûûΦ′1 (n+ 1+ Ρ2, Α) ûd Αν∫

1ö2

0
Α

n- Ρ1d Α+∫
1

1ö2
ûΦ′1 (n+ 1+ Ρ2, Α) ûd Α

ν 1
2

n- Ρ1
+

1

( 3
2

) n+ 1
]ν 1

t
. (7)

由 (2) , (3) , (4) , (5) , (6)及 (7)立刻得到 J 1+ J 2+ J 3ν 1
t

,于是完成了引理的证明.
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§2　主 要 结 果

这节给出本文的主要结果.

定理 1　对于给定的 0< Ρ1, Ρ2< 1,且 Ρ1+ Ρ2≠1,则当 t≥2时有

∫
1

0
Φ′1 (Ρ1+ it, Α) Φ′1 (Ρ2- it, Α) d Α=

2
(Ρ1+ Ρ2+ 1) 3 + ( t

2Π)
1- Ρ1- Ρ2Φ″(2- Ρ1- Ρ2)

　+ 2 ( t
2Π)

1- Ρ1- Ρ2 ln ( t
2Π) Φ′(2- Ρ1- Ρ2) + ( t

2Π)
1- Ρ1- Ρ2 ln

2 ( t
2Π) Φ(2- Ρ1- Ρ2) + O ( ln2

t

t
Ρ1+ Ρ2

)

　+ O ( 1
t

) ,

其中 Φ(s)为R iem ann Zeta2函数.

证明　首先当R e (s) > 1时,由H u rw itz Zeta2函数的函数方程知

Φ(1- s, a) =
# (s)
(2Π) s {e

- Πis
2

F (a , s) + e
Πis
2

F (- a , s) },

其中 F (a , s) = ∑
∞

n= 1

e
2Πina

n
s , 0< a≤1. 对上式两端 s求导可得

　　- Φ′(1- s, a) =
# (s)
(2Π) s (#′(s)

# (s) - ln (2Π) ) (e
- Πis

2
F (a , s) + e

Πis
2

F (- a , s) )

　　　+
# (s)
(2Π) s{e

- Πis
2 5

5 s
F (a , s) -

Πi
2

(e
- Πis

2
F (a , s) - e

Πis
2

F (- a , s) ) + e
Πis
2 5

5s
F (- a , s) }, (8)

其中 5
5 s

F (±s, a) = - ∑
∞

n= 1

e
±2Πina

lnn
n

s . 于是对 0< Ρ1, Ρ2< 1,考虑函数

A (w , Ρ1, Ρ2, t) =∫
1

0
Φ′(Ρ1+ it+ w , Α) Φ′(Ρ2- it+ w , Α) d Α.

当R e (w )≤- 1时, Ρi+ R e (w ) < 0,于是由 (8)并注意三角积分

∫
1

0
e

2ΠinΑ
d Α=

1,　n= 0,

0,　n≠0,

以及设 Σ1= 1- Ρ1- it- w , Σ2= 1- Ρ2+ it- w , Σ= 2- Ρ1- Ρ2- 2w 可以得到

　A (w , Ρ1, Ρ2, t)

=
2# (Σ1) # (Σ2)

(2Π) Σ - co s (Π(
Ρ2- Ρ1

2
- it) ) { (

#′(Σ1)
# (Σ1) +

Πi
2

- ln (2Π) ) (
#′(Σ2)
# (Σ2) -

Πi
2

- ln (2Π) ) Φ(Σ)

　+ (
#′(Σ1)
# (Σ1) +

#′(Σ2)
# (Σ2) - 2ln (2Π) ) Φ′(Σ) + Φ″(Σ)

　+
Πi
2

(
#′(Σ2)
# (Σ2) -

#′(Σ1)
# (Σ1)

) (
isin (Π(

Ρ2- Ρ1

2
- it) )

co s (Π(
Ρ2- Ρ1

2
- it) )

- 1) Φ(Σ) }. (9)

另一方面,当R e (w ) < - 1时有

　　　　A (w , Ρ1, Ρ2, t) =∫
1

0
Φ′1 (Ρ1+ it+ w , Α) Φ′1 (Ρ2- it+ w , Α) d Α

　-∫
1

0
Α

- (Ρ1+ it+ w )
lnΑΦ′1 (Ρ2- it+ w , Α) d Α
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　 - ∫
1

0
Α

- (Ρ2+ it+ w )
lnΑΦ′1 ( Ρ1 + it + w , Α) d Α +

2
(Σ- 1) 3.

(10)

结合 (9)及 (10)式可得

　∫
1

0
Φ′1 (Ρ1+ it+ w , Α) Φ′1 (Ρ2- it+ w , Α) d Α

=
2

(1- Σ) 3 +∫
1

0
Α

- (Ρ1+ it+ w )
lnΑΦ′1 (Ρ2- it+ w , Α) d Α+∫

1

0
Α

- (Ρ2- it+ w )
lnΑΦ′1 (Ρ2- it+ w , Α) d Α

　+
# (Σ1) # (Σ2) 2co s (Π(

Ρ2- Ρ1

2
- it) )

(2Π) Σ { (
#′(Σ1)
# (Σ1) +

Πi
2

- ln (2Π) ) (
#′(Σ2)
# (Σ2) -

Πi
2

- ln (2Π) ) Φ(Σ)

　+ (
#′(Σ1)
# (Σ1) +

#′(Σ2)
# (Σ2) - 2ln (2Π) ) Φ′(Σ) + Φ″(Σ)

　+
Πi
2

(
#′(Σ2)
# (Σ2) -

#′(Σ1)
# (Σ1)

) (
isin (Π(

Ρ2- Ρ1

2
- it) )

co s (Π(
Ρ2- Ρ1

2
- it) )

- 1) Φ(Σ) }. (11)

由解析开拓可知上式对所有R e (w )≤0成立.

对给定的 0< Ρ1, Ρ2< 1,由 Stirling 公式
[ 4 ]不难推出

　　
# (1- Ρ1- it) # (1- Ρ2+ it)

(2Π)
1- Ρ1- Ρ2

×2co s (Π(
Ρ2- Ρ1

2
- it) ) = ( t

2Π)
1- Ρ1- Ρ2{1+ O ( 1

t
) }, (12)

当 Ρ1+ Ρ2≠1时,在 (11)中取w = 0,应用[1 ]中引理 3,并由 (12)式及引理立即得到定理 1.

定理 2　对于给定的 0< Ρ< 1,则当 t≥2时有

　∫
1

0
Φ′1 (Ρ+ it, Α) Φ′1 (1- Ρ- it, Α) d Α=

1
3 ln

3 ( t
2Π) + Χln

2 ( t
2Π) + 2Χ1 ln ( t

2Π) + Χ2+ O ( ln2
t

t
).

证明　当 Ρ1+ Ρ2= 1时,令 Ρ1= Ρ,则 Ρ2= 1- Ρ,于是在 (11)中取w →0并应用引理可得

∫
1

0
Φ′1 (Ρ+ it, Α) Φ′1 (1- Ρ- it, Α) d Α

　=∫
1

0
Α

- (Ρ+ it)
lnΑΦ′1 (1- Ρ- it, Α) d Α+∫

1

0
Α- (1- Ρ- it)

lnΑΦ′1 (Ρ+ it, Α) d Α

　　+ lim
w→0

{
# (1- Ρ- it- w ) # (1+ it- w ) 2sin (Π(Ρ+ it) )

(2Π) 1- 2w [ (#′(1- Ρ- it- w )
# (1- Ρ- it- w )

　　+
Πi
2

- ln (2Π) ) (#′(Ρ+ it- w )
# (Ρ+ it- w ) -

Πi
2

- ln (2Π) ) Φ(1- 2w )

　　+ (#′(1- Ρ- it- w )
# (1- Ρ- it- w ) +

#′(Ρ+ it- w )
# (Ρ+ it- w ) - 2ln (2Π) ) Φ′(1- 2w ) + Φ″(1- 2w )

　　+
Πi
2

(#′(1+ it- w )
# (1+ it- w ) -

#′(1- Ρ- it- w )
# (1- Ρ- it- w )

( ico s (Π(Ρ+ it) )
sin (Π(Ρ+ it) ) - 1) Φ(1- 2w ) ]+

1
4w

3 }

　= Χ2+ 2Χ1 ln ( t
2Π) + Χln

2 ( t
2Π) - A (Ρ, t) + O ( 1

t
). (13)

经简单计算得

A (Ρ, t) = -
1
3 ln

3 ( t
2Π) + O ( t

- 1
ln

2
t) , (14)

其中用到[ 5 ]

(#′(Ρ±it)
# (Ρ±it)

)′= O ( t
- 1

ln
2
t) ,　 (#′(Ρ±it)

# (Ρ±it)
)″= O ( t

- 1
ln

2
t) ,
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#′(1- Ρ- it)
# (1- Ρ- it)

-
#′(Ρ+ it)
# (Ρ+ it)

=
Πco s (Π(Ρ+ it) )
sin (Π(Ρ+ it) ) .

由 (13)及 (14)式,即得定理 2.

由定理 1及定理 2立得下面的

推论 1　当 t≥2时有渐近公式

∫
1

0
ûΦ′1 ( 1

2
+ it, Α) û 2

d Α=
1
3 ln

3 ( t
2Π) + Χln

2 ( t
2Π) + 2Χ1 ln ( t

2Π) + Χ2+ O ( ln
2
t

t
).

推论 2　当 t≥2, 0< Ρ< 1,且 Ρ≠ 1
2
时有

　∫
1

0
ûΦ′1 (Ρ+ it, Α) û 2

d Α=
2

(2Ρ- 1) 3 + ( t
2Π) 1- 2ΡΦ″(2- 2Ρ) + 2 ( t

2Π) 1- 2Ρ
ln ( t

2Π) Φ′(2- 2Ρ)

　　+ ( t
2Π) 1- 2Ρ

ln
2 ( t

2Π) Φ(2- 2Ρ) + O ( ln
2
t

t
2Ρ ) + O ( 1

t
).

推论 3　设 0< Ρ1, Ρ2< 1,且 Ρ1+ Ρ2> 1,则

lim
û tû→∞∫

1

0
ûΦ′1 (Ρ1+ it, Α) Φ′1 (Ρ2- it, Α) ûd Α=

2
(Ρ1+ Ρ2- 1) 3.
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On the M ean Value Form ula of the D er ivative
of Hurwitz Zeta-Function

Guo J inbao
(D ep t. of M ath. , Yan′an U niv. , 716000)

Abstract

W e give a sharper asym p to t ic fo rm u la fo r the in tegra l m ean value of Φ′1 (s, Α) fo r param e2
ter Α.

Keywords　H u rw itz Zeta2funct ion, m ean value, asym p to t ic fo rm u la.
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