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几种向量值测度及其性质
Ξ

林　一　星
(龙岩师范学校,福建364000)

摘　要　本文利用拟连续测度空间,构造了几种向量值测度,并且讨论了它们的性

质.
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文 [1 ]定义了测度空间的拟连续性,并且研究了其性质,还给出了几种典型的拟连续测度

空间. 文[2 ], [ 3 ]也讨论了拟连续测度空间的性质. 本文继续讨论它的性质.

定理1　设概率测度空间 (G , B, Λ)关于可测变换线性空间 Η是拟连续的, h∈Η,映射

F : B →L [0, 1 ]为当A ∈B 时,

A → Λ(A + th ) ,

则 F 是B 上取值于L [ 0, 1 ]中的有界变差向量值测度. 如果 (G , B, Λ)又关于 Η拟不变,则 F

关于 Λ绝对连续.

证明　由文[2 ]引理4知,当A ∈B 时, Λ(A + th )∈L [0, 1 ].

设{A n}< B 两两不交,A = ∪
∞

n= 1
A n ,因为 Λ(A + th ) = ∑

∞

n= 1
Λ(A n + th ) , 由控制收敛定理知

∫
1

0
ûΛ(A + th ) - ∑

n

i= 1
Λ(A i + th ) ûd t→ 0 (n →∞) ,

所以 F 是B 上取值于L [0, 1 ]中的向量值测度.

剩下要证明的,由有关定义直接知道.

定理2　设概率测度空间 (G , B, Λ)关于可测变换线性空间 Η是拟连续的, h∈Η,映射

F
p
: B→L

p
[0, 1 ]为当A ∈B 时

A →Λ(A + th ) ,

m : B→C [0, 1 ]为当A ∈B 时
A →Λ(A + th ) ,

则 F
p 和m 都是向量值测度,而且{m (A ) ûA ∈B}是C [0, 1 ]中的列紧集, p≥1.

若 (G , B, Λ)关于 Η又是拟不变的,则 F
p 和m 均是关于 Λ绝对连续.

证明　由文[2 ]引理4知,当A ∈B 时, Λ(A + th )∈L
p [ 0, 1 ]. 设{A n}< B 两两不交, A =
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∪
∞

n= 1
A n ,因为

Λ(A + th ) = ∑
∞

n= 1
Λ(A n + th ) ,

由文[4 ]知,定理1中 ûF û (A ) =∫
1

0
Λ(A + th ) d t是B 上的测度,因此

∫
1

0
ûΛ(A + th ) - ∑

n

i= 1

Λ(A i + th ) û p
d t =∫

1

0
ûΛ( ∪
∞

i= n+ 1
A i + th ) û p

d t

　≤∫
1

0
Λ( ∪
∞

i= n+ 1
A i + th ) d t = ûF û ( ∪

∞

i= n+ 1
A i) → 0 (n →∞) ,

于是 F
p 是向量值测度.

设{B n}< B,B n↓Á ,因 (G , B, Λ)关于 Η拟连续,从而存在 tn∈[0, 1 ],使

úΛ(B n + th ) úC [ 0, 1 ] = Λ(B n + tnh ) ,

于是存在{ tn}的子列{ tn i
},当 i→∞时, tn i

→t0∈[ 0, 1 ]. 任给 Ε> 0,因{Λ(A + th ) ûA ∈B}是 t的

等度连续函数族,故 i充分大时,有ûΛ(B n i
+ tn ih ) - Λ(B n i

+ t0h ) û<
Ε
2

.

　　因B n↓Á ,由测度的性质知lim
n→∞

Λ
-
〗t0h (B n) = 0,即lim

n→∞
Λ(B n+ t0h ) = 0,于是 i充分大时

Λ(B n i
+ t0h ) <

Ε
2

,

因此 i充分大时,

　úΛ(B n i
+ th) úC [ 0, 1 ]= Λ(B n i

+ tn ih )≤ûΛ(B n i
+ tn ih ) - Λ(B n i

+ t0h ) û+ Λ(B n i
+ t0h ) < Ε,

所以 i→∞时, ú Λ(B n i
+ th) úC [ 0, 1 ]→0. 由 Λ(B 1+ th )≥Λ(B 2+ th )≥⋯≥Λ(B n+ th )≥⋯,知 n→

∞时, úΛ(B n+ th ) úC [ 0, 1 ]→0.

设{A n}< B 两两不交,A = ∪
∞

n= 1
A n ,B n= ∪

∞

j = n+ 1
A j ,则B n↓Á . 由 Λ(A + th ) = ∑

∞

n= 1
Λ(A n + th )

知

úΛ(A + th ) - ∑
n

j = 1
Λ(A j + th ) úC [ 0, 1 ] = ú∑

∞

j= n+ 1
Λ(A j + th ) úC [ 0, 1 ]

　 = úΛ(B n + th ) úC [ 0, 1 ] → 0 (n →∞) ,

所以m 是向量值测度.

由文[2 ]引理4知, {m (A ) ûA ∈B}是列紧集.

若 (G , B, Λ)关于 Η拟不变,显然 F
p 和m 均是关于 Λ绝对连续.

定理3　设概率测度空间 (G , B, Λ)关于可测变换线性空间 Η是拟连续的, h∈Η,映射 F
ε:

B→L
2 [0, 1 ]为当A ∈B 时, A →∫

x

0
Λ(A + th ) d t ,mε: B→C [0, 1 ]为当A ∈B 时, A →∫

x

0
Λ(A

+ th ) d t ,则 F
ε和mε都是有界变差向量值测度.

若 (G , B, Λ)关于 Η又是拟不变的,则 F
ε和mε都是关于 Λ绝对连续.

证明　设{A n}< B 两两不交,A = ∪
∞

n= 1
A n ,由定理1知

ú∫
x

0
Λ(A + th ) d t - ∑

n

i= 1∫
x

0
Λ(A i + th ) d túL 2 [ 0, 1 ]
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　 = {∫
1

0
[∫

x

0
(Λ(A + th ) - ∑

n

i= 1
Λ(A i + th ) ) d t ]

2
d x }

1
2

　≤ {∫
1

0
[∫

x

0
ûΛ(A + th ) - ∑

n

i= 1

Λ(A i + th ) ûd t ]2
d x }

1
2

　≤ {∫
1

0
[∫

1

0
ûΛ(A + th ) - ∑

n

i= 1
Λ(A i + th ) ûd t ]

2
d x }

1
2

　 = {∫
1

0
ûΛ(A + th ) - ∑

n

i= 1
Λ(A i + th ) ûd t

　 = úF (A ) - ∑
n

i= 1
F (A i) úL [ 0, 1 ] → 0 (n →∞) ,

所以 F
ε为向量值测度. 又

ú∫
x

0
Λ(A + th ) d túL 2 [ 0, 1 ] = {∫

1

0
[∫

x

0
Λ(A + th ) d t ]

2
d x }

1
2

　≤ {∫
1

0
[∫

1

0
Λ(A + th ) d t ]2

d x }
1
2 =∫

1

0
Λ(A + th ) d t,

因此由定义知, F
ε为有界变差的[ 4 ].

对任何 f ( t)∈L [0, 1 ],作 (T f ) (x ) =∫
x

0
f ( t) d t ,由文[ 5 ]知, T 为L [ 0, 1 ]到 C [ 0, 1 ]的线

性有界算子. 由定理1知

ú∫
x

0
Λ(A + th ) d t - ∑

n

i= 1∫
x

0
Λ(A i + th ) d túC [ 0, 1 ] = úT F (A ) - ∑

n

i= 1
T F (A i) úC [ 0, 1 ]

　 = úT F (A ) - T (∑
n

i= 1
F (A i) ) úC [ 0, 1 ] ≤ úT úúF (A ) - ∑

n

i= 1
F (A i) úL [ 0, 1 ] → 0 (n →∞) ,

所以mε是向量值测度.

剩下要证明的,均是显然的.

定理4　设概率测度空间 (G , B, Λ)关于可测变换线性空间 Η是拟不变拟连续的,当 h∈Η
时,则存在 (G , B, Λ)上取值于L

2 [0, 1 ]的Bochner可积函数 Υh (g ) ,使对于一切A ∈B,有

∫
x

0
Λ(A + th ) d t =∫A Υh (g ) d Λ(g ).

　　证明　令 F
ε (A ) =∫

x

0
Λ(A + th ) d t ,由定理3知, F

ε是B 上取值于L
2
[ 0, 1 ]中的有界变差

的关于 Λ绝对连续的向量值测度. 由文[4 ]知,L
2
[0, 1 ]具RN P,于是定理4结论成立.

定理5　设概率测度空间 (G , B, Λ)关于可测变换线性空间 Η是拟连续, h∈Η, K (x , t)∈L
2

( [ 0, 1 ]×[0, 1 ]) ,映射 F
。

: B→L
2
[0, 1 ]为当A ∈B 时, A →∫

1

0
K (x , t) Λ(A + th ) d t. 若K (x , t)

是[0, 1 ]× [0, 1 ]上二元连续函数,映射m
。

: B →C [0, 1 ]为当A ∈B 时,A →∫
1

0
K (x , t) Λ(A

+ th ) d t. 则 F
。
和m
。
都是向量值测度,且{F

。
(A ) ûA ∈B} 是L

2 [0, 1 ] 中的列紧集, {m
。

(A ) ûA ∈

B}是C [0, 1 ]中的列紧集. 若 (G , B, Λ)关于 Η又是拟不变的,则 F
。

和m
。

均是关于 Λ绝对连续.

证明　由文[5 ]知,当 f ( t)∈L
2
[0, 1 ]时, (K f ) (x ) =∫

1

0
K (x , t) f ( t) d t ,则 K 是L

2
[ 0, 1 ]
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→L
2
[0, 1 ]的全连续线性有界算子.

当 f ( t)∈C [0, 1 ]时, (K f ) (x ) =∫
1

0
K (x , t) f ( t) d t ,则 K 是C [0, 1 ]→C [0, 1 ]的全连续线

性有界算子. 设{A n}< B 两两不交,A = ∪
∞

n= 1
A n ,由定理2知,

　 ú∫
1

0
K (x , t) Λ(A + th ) d t - ∑

n

i= 1∫
1

0
K (x , t) Λ(A nα+ th ) d túL 2 [ 0, 1 ]

　 = úK F
2 (A ) - ∑

n

i= 1
K F

2 (A nα) úL 2 [ 0, 1 ] = úK F
2 (A ) - K (∑

n

i= 1
F

2 (A nα) ) úL 2 [ 0, 1 ]

　≤ úK úúF
2 (A ) - ∑

n

i= 1
F

2 (A nα) ) úL 2 [ 0, 1 ] → 0 (n →∞) ,

所以 F
。
是向量值测度. 因 K 是全连续的,于是{F

。
(A ) ûA ∈B}是L

2 [0, 1 ]中的列紧集.

对于m
。

,可类似证明. 关于绝对连续性是显然的.

定理6　设概率测度空间 (G , B, Λ)关于可测变换线性空间 Η是拟不变拟连续的, K (x , t)

∈L
2 ( [ 0, 1 ]×[ 0, 1 ])是有界函数,当 h∈Η时,则存在 (G , B, Λ)上取值于L

2 [ 0, 1 ]的Bochner

可积函数 Υh ( g ) , 使对于一切 A ∈B, 有∫
1

0
K (x , t) Λ(A + th ) d t =∫A Υh (g ) d Λ(g ) , 且

{∫A Υh (g ) d Λ(g ) ûA ∈B} < L
2 [0, 1 ]是列紧集.

证明　设 F
。

(A ) =∫
1

0
K (x , t) Λ(A + th ) d t, ûK (x , t) û ≤ Κ,由定理 5知, F

。

是B上取值于

L
2
[0, 1 ]的关于 Λ绝对连续的向量值测度,且{F

。
(A ) ûA ∈B} < L 2

[0, 1 ]是列紧集. 又

úF
。

(A ) úL 2 [ 0, 1 ] = {∫
1

0
[∫

1

0
K (x , t) Λ(A + th ) d t ]2

d x }
1
2 ≤ Κ∫

1

0
Λ(A + th ) d t,

因此由定义知[ 4 ] , F
。

是有界变差的,由文[4 ]知, L
2 [0, 1 ]具RN P,于是定理6结论成立.

注　连续函数是有界函数.
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Som e Vector-Valued M easures and The ir Properties
L in Y ix ing

(L ongyan N o rm al Schoo l, Fu jian 364000)

Abstract

In th is paper, w e u t ilize the quasi2con t inuou s m easu res space to set up severa l vecto r2
valued m easu re, and discu ss their p ropert ies.

Keywords　quasi con t ina ity, vecto r m easu re operto r.
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