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范畴 RM
l
n 上的一个函子及范畴A G

0
rn Ξ

刘　于　人
(苏州大学数学系, 215006)

摘　要　本文定义了一个由范畴 RM
l
n到范畴A G

0
rn的函子G ,并证明了函子G 保持分

量正合及全正合. 关于范畴A G
0
rn证明了定理:任意A ∈obA G

0
r, p + 1, ûA û≠1,则A = Ý

a0

Κ∈I0
A Κ, A Κµ

Z p ,其中 p 为素数.
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文[1 ] 定义了一个由范畴 RM
l
n 到范畴 RM

l′
n 的函子 F. 本文在 RM

l
n 上定义另一函子G.

A G
0
rn 表示A = A� 的交换 n2群范畴,这里A� = {aûa ∈A , a = aλ}.

令G: obRM
l
n→obA G

0
rn:M →M�;任意M ,N ∈obRM

l
n , G: Hom (M ,N ) →Hom (M� ,N� ) : f →

f�,其中 f� = f ûM�.

任意M ∈ obRM
l
n ,M� = {m ûm ∈M ,m = om },忘却其模运算,则M� 为交换 n2群,且M

≈
=

M� , 故M�∈obA G
0
rn. 取任意的 f ∈Hom (M ,N ) 及任意的m ∈M� , f� (m ) = f ûM� (m ) = f (m ) =

f (om ) = o f (m ) ∈N
� ,易知 f�是n2群同态,故 f�∈Hom (M� ,N� ). 又G (1M ) = 1M ûM� = 1M� , G (g f )

= G (g )G (f ). 综上, G 是 RM
l
n 到A G

0
rn 的函子.

　　引理 1　任意M ,N ∈ obRM
l
n ,任意 f ∈Hom (M ,N ) ,

则 f iM� = iN� f
�,即右图可交换,其中 iM�:M

�→M , iN�: N
�→N 为嵌入映

射.

　　　M —→
f

N
　　iM� ↑ ↑iN�

　　　M� —→
f�

N�

　　定理 1　在 RM
l
n 中,若态列M 1→

f

M 2→
g

M 3在M 2处关于m 3分量正合 (m 3∈M
�

3) ,则态列

M�
1 →

f�

M�
2 →

g�

M�
3 在M�

2 处亦关于m 3 分量正合.

证明　由引理 1知,在 RM
l
n 中下图可交换:

M 1 —→
f

M 2 —→
g

M 3

↑iM�
1
↑iM�

2
↑iM�

3

M
�

1 —→
f
�

M
�

2 —→
g�

M
�

3
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其中 iM�
j
:M�

j →M j 为嵌入映射, j = 1, 2, 3.

任取 y ∈ Im f
�,存在 x ∈M

�
1, y = f

� (x ) = iM�
2
f
� (x ) = f iM�

i
(x ) ,故 y ∈ Im f = g

- 1 (m 3) ,又

m 3 = g f iM�
i
(x ) = g iM�

2
f� (x ) = iM�

3
g�f� (x ) = g�f� (x ) ,故 y = f� (x ) ∈ g�- 1 (m 3).

对任意的 y ∈ g�- 1 (m 3) Α M�
2,m 3 = g� (y ) = iM�

3
g� (y ) = g iM�

2
(y ) = g (y ) , y ∈ g

- 1 (m 3) =

Im f ,故存在 x ∈M 1, y = f (x ). 注意到 ox ∈M
�

1, y = oy = o f (x ) = f (ox ) = f iM�
1
(ox ) =

iM�
2
f
� (ox ) = f

� (ox ) ,即 y ∈ Im f
�.

综上, Im f� = g�- 1 (m 3) ,即态列M
�

1 →
f�

M�
2 →

g�

M�
3 在M�

2 处关于m 3 分量正合.

定理 2　在 RM
l
n中,若态列M 1→

f

M 2→
g

M 3为全正合列,则态列M
�

1→
f�

M
�

2→
g�

M
�

3亦为全正合

列.

证明　注意到M
≈

3 = M�
3, g�- 1 (M

≈

3) = M�
2,故态列M�

1→
f�

M�
2→

g�

M�
3在M�

2处全正合当且仅当

态 f�是满的.

对任意的m 2∈M�
2, g (m 2) ∈M

�
3,m 2∈ g

- 1 (M�
3) = Im f ,故存在m 1∈M 1,m 2 = f (m 1) ,又

om 1 ∈M�
1,m 2 = om 2 = o f (m 1) = f (om 1) = f iM�

1
(om 1) = iM�

2
f� (om 1) = f

� (om 1) ,即态 f
�是满

的,从而态列M
�

1 →
f�

M
�

2 →
g�

M
�

3 在M
�

2 处全正合.

对任意的M ∈obRM
l
n ,态列M�→

i
M�

M →
n
M

M öM�为全正合列,其中 iM�:M�→M 为嵌入映射, nM :

M →M öM�: m → [m ]为自然同态;态列{m 0}→
Ω

M
� →

i
M�

M →
n
M

M öM� →
Υ

{m 0}在M
� 处关于Ω(m 0) ,在

M 处关于 iM� Ω(m 0) = Ω(m 0) ,在M öM� 处关于 nm iM� Ω(m 0) = [Ω(m 0) ]分量正合,M öM� = F (M )

∈ obRM
l′
n ,M� = G (M ) ∈ obA G

0
rn õ RM

l′
n 与左R 2模范畴 RM 等价. 下文试图讨论范畴A G

0
rn.

设A ∈obA G
0
rn , K 是A 的 n2子群. 在A 上建立等价关系R :任意 a1, a2∈A , a1R a2当且仅

当 a1 = a2 + k 1 + ⋯ + k n- 1, k i∈K. 记A öK 为R 确定的等价类的集合,任意 a∈A , a所在的

等价类记作[a ]. 在A öK = {[a ]ûa ∈A }上定义 n元运算: [a1 ] + [a2 ] + ⋯ + [an ] = [a1 +

a2 + ⋯ + an ],则A öK ∈ obA G
0
rn,称为A 的 n

02商群.

引理 2　设A ∈ obA G
0
rn ,A 为有限 n2群, K 是A 的 n2子群,则 ûA û = ûA öK ûûK û.

证明　取 k ∈ K , [k ] = {k + k 1 + ⋯ + k n- 1ûk i∈ K } = K ,任意[a ]∈A öK , [a ] = {a

+ k 1 + ⋯ + k n- 1ûk i∈ K }.

令 Υ: a + k 1 + ⋯ + k n- 1 → k + k 1 + ⋯ + k n- 1.

若 a + k 1 + ⋯ + k n- 1 = a + k′1 + ⋯ + k′n- 1, k i, k′i ∈ K , 则 a + k 1 + ⋯ + k n- 1 +

k′1 + ⋯ + k′1
n- 2

+ ⋯ + k′n- 1 + ⋯ + k′n- 1

n- 2

= a ,故 k + k 1 + ⋯ + k n- 1 + k′1 + ⋯ + k′1
n- 2

+ ⋯ +

k′n- 1 + ⋯ + k′n- 1

n- 2

= k ,从而 k + k 1 + ⋯ + k n- 1 = k + k′1 + ⋯ + k′n- 1. Υ是[a ]到 K 的映射,

易知, Υ是一一映射. 因而, ûA û = ûA öK ûûK û.
定义 1　设A ∈ obA G

0
rn ,A 的 n2子群A 及{a0}称为A 的平凡 n

02子群.

定义 2　设A ∈ obA G
0
rn ,A ≠ {a0},A 称为 n

02单群,若A 无非平凡 n
02子群.

记 Z n- 1 = {[a ]ûa∈Z }为模 n - 1的剩余类集,在Z n- 1上定义 n元运算: [a1 ] + ⋯ + [an ]
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= [a1 + ⋯ + an ],则 Z n- 1 ∈ obA G
0
rn.

易知,若 p 为素数,则 Z p 是 (p + 1) 02单群.

设A ∈ obA G
0
rn , a0 ∈A , {A ΚûΚ∈ +}是A 的含 a0 的 n2子群之集,定义:

　　　 ∩
a0

Κ∈+
A Κ = {aûa ∈ + Κ, Π Κ∈ +},

　　　∑
a0

Κ∈+
A Κ = {aΚ1 + ⋯ + aΚs

+ a0 + ⋯ + a0

(s- 1) (n- 2)

ûaΚi
∈A Κi

, s < ∞},

则 ∩
a0

Κ∈+
A Κ与∑

a0

Κ∈+
A Κ是A 的 n2子群,称∩

a0

Κ∈+
A Κ为诸A Κ关于 a0之交,称∑

a0

Κ∈+
A Κ为诸A Κ关于 a0之和.

若B = ∑
a0

Κ∈+
A Κ,且 a0 = aΚ1 + ⋯ + aΚs

+ a0 + ⋯ + a0

(s- 1) (n- 2)

, i≠ j , Κi≠ Κj ,当且仅当 aΚi
= a0, i

= 1, 2,⋯s,则称B 为诸A Κ关于 a0 的直和,记作B = Ý
a0

Κ∈+
A Κ.

引理 3　设A ∈obA G
0
rn , a0∈A , {A ΚûΚ∈ +}是A 的含 a0的 n2子群集,B = ∑

a0

Κ∈+
A Κ,则下

列三命题等价:

(1)　B = ∑
a0

Κ∈+
A Κ是诸A Κ关于 a0 的直和.

(2)　任意 Κ∈ + ,A Κ0 ∩∑
a0

Κ≠Κ0

A Κ = {a0}.

(3)　若 aΚ1 + ⋯ + aΚs
+ a0 + ⋯ + a0

(s- 1) (n- 2)

= bΚ1 + ⋯ + bΚs
+ a0 + ⋯ + a0

(s- 1) (n- 2)

, aΚi
, bΚi
∈A Κi

, i

≠ j , Κi ≠ Κj ,则 aΚi
= bΚi

, i = 1, 2,⋯, s.

证明　 (1) ] (2)　设B = ∑
a0

Κ∈+
A Κ= Ý

a0

Κ∈+
A Κ,任意Κ0∈ + ,若 a∈A Κ0∩∑

a0

Κ≠Κ0

A Κ, a = aΚ0 = aΚ1

+ ⋯ + aΚs
+ a0 + ⋯ + a0

(s- 1) (n- 2)

, aΚi
∈A Κi

, i≠ j , Κi≠ Κj ,则 a0 = aΚ1 + ⋯ + aΚs
+ (aΚ0 + ⋯ + aΚ0

n- 2

+ a0 + a0) + a0 + ⋯ + a0

s (n- 2)

,注意到aΚ0 + ⋯ + aΚ0

n- 2

+ a0 + a0 ∈A Κ0 ,故 aΚi
= a0, i = 1, 2,⋯,

s, a = aΚ0 = a0 + ⋯ + a0

(s- 1) (n- 1)

+ a0 = a0,因而,A Κ0 ∩∑
a0

Κ≠Κ0

A Κ = {a0}.

(2) ] (3)　设任意的Κ0∈ + ,A Κ0∩∑
a0

Κ≠Κ0

A Κ= {a0},若 aΚ0 + aΚ1 + ⋯ + aΚs
+ a0 + ⋯ + a0

s (n- 2)

= bΚ0 + bΚ1 + ⋯ + bΚs
+ a0 + ⋯ + a0

s (n- 2)

, aΚi
, bΚi
∈A Κi

, i≠ j , Κi≠Κj , aΚ0 + bΚ0 + ⋯ + bΚ0

n- 2

+ a0 =

bΚ1 + aΚ1 + ⋯ + aΚ1

n- 2

+ ⋯ + bΚs
+ aΚs

+ ⋯ + aΚs

n- 2

+ a0 ∈ A Κ0 ∩∑
a0

Κ≠Κ0

A Κ = {a0}, 故 aΚ0 +

bΚ0 + ⋯ + bΚ0

n- 2

+ a0 = a0,从而, aΚ0 = aΚ0 + bΚ0 + ⋯ + bΚ0

n- 2

+ bΚ0 = bΚ0 ,同理, aΚi
= bΚi

, i = 1, 2,
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⋯, s.

(3) ] (1)　显然.

n = 2,　A G
0
r2:

任意A ∈ obA G
0
r2,A 为通常的阿贝尔群,任意 a∈A , a + aλ = a , aλ = 0,又 a = aλ,故A =

{0}.

n = p + 1 (p 素数)　A G
0
r, p + 1:

引理 4　设A ∈ obA G
0
r, p + 1,A 为 (p + 1) 02单群,当且仅当 ûA û = p ,这里 p 是素数.

证明　A ∈ obA G
0
r, p + 1,任取 a0, a1 ∈A , a1≠ a0,令 a i = a1 + ⋯ + a1

i

+ a0 + ⋯ + a0

p - i+ 1

, i

= 2, 3,⋯, p ,则A 1 = {a0, a1,⋯, ap - 1}是A 的 (p + 1) 2子群,又 i≠ j , a i≠ a j ,因为,若 a i =

a j. 即a1 + ⋯ + a1

i

+ a0 + ⋯ + a0

p - i+ 1

= a1 + ⋯ + a1

j

+ a0 + ⋯ + a0

p - j+ 1

, 不妨设 j > i, 则 a0 =

a1 + ⋯ + a1

j - i

+ a0 + ⋯ + a0

p - ( j - i) + 1

, 令 k = j - i, (k , p ) = 1, 故存在 s, t ∈N , 使 sk = tp + 1,

( a1 + ⋯ + a1

k

+ a0 + ⋯ + a0

p - k+ 1

) + ⋯ + (a1 + ⋯ + a1

k

s

a0 + ⋯ + a0

p - k+ 1

) + a0 + ⋯ + a0

(s- 1) (p - 1)

=

a0 + ⋯ + a0

s+ (s- 1) (p - 1)

, a1 = a0,矛盾. 故A 1 = {a0, a1,⋯, ap - 1}是A 的 p 阶 (p + 1) 2子群,且A 1 µ Z p.

由此可知,A 为 (p + 1) 02单群当且仅当 ûA û = p.

定理 3　设A ∈obA G
0
r, p + 1, p 素数, 1 < ûA û < ∞,则A = Ý

a0

i= 1, 2,⋯, s
A i,其中 a0∈A ,A i是A

的含 a0 的 (p + 1) 02单群, i = 1, 2,⋯, s.

证明　由于 a0 ∈A ,由引理 4的证明知,存在A 的 (p + 1) 02单群A 1, a0 ∈A 1.

设B k = Ý
a0

i= 1, 2,⋯, k
A i,其中A i是A 的含 a0的 (p + 1) 02单群, a0∈B k. 若A ≠B k ,取 a1∈A ,

a1 | B k ,令a i = a1 + ⋯ + a1

i

+ a0 + ⋯ + a0

p - i+ 1

,则a i | B k , i = 2, 3,⋯, p - 1,因为,若a i∈B k ,

( i, p ) = 1, 则 存 在 s, t ∈ N , 使 si = tp + 1, 故 a1 = ( a1 + ⋯ + a1

i

+ a0 + ⋯ + a0

p - i+ 1

) + ⋯ + (a1 + ⋯ + a1

i

+

s

a0 + ⋯ + a0

p - i+ 1

) + a0 + ⋯ + a0

(s- 1) (p - 1)

= a i + ⋯ + a i

s

+

a0 + ⋯ + a0

(s- 1) (p - 1)

∈B k ,与 a1 | B k 矛盾. 令A k+ 1 = {a0, a1,⋯, ap - 1},则A k+ 1为A 的 (p + 1) 02单

群. 令B k+ 1 = B k +
a0

A k+ 1,注意到B k∩A k+ 1 = {a0},于是B k+ 1 = B k Ý
a0

A k+ 1 = Ý
a0

i= 1, 2,⋯, k+ 1
A i,因 ûA û

< ∞,故存在 s,A = B s = Ý
a0

i= 1, 2,⋯, s
A i,A i 是A 的含 a0 的 (p + 1) 02单群, i = 1, 2,⋯, s.

定理 4　设A ∈obA G
0
r, p + 1, p 素数, ûA û ≠ 1,则A = Ý

a0

Κ∈I0

A Κ,其中 a0∈A ,诸A Κ是A 的含

a0 的 (p + 1) 02单群.

证明　设{A ΚûΚ∈ +} 是A 的所有含 a0 的 (p + 1) 02单群之集, 由引理 4 证明知,A =
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∑
a0

Κ∈+
A Κ.

令 8 = {I û I Α + ,∑
a0

Κ∈I

A Κ= Ý
a0

Κ∈I
A Κ}, 8 ≠ Á , 8 关于集合的包含关系构成序集. 设 # 是 8 的

任一全序子集, # = {I k ûk∈K },令J = ∪
k∈K

I k ,则J Β I k , Π k∈K. 假设∑
a0

Κ∈J

A Κ不是关于 a0的直

和,即有 aΚi
∈A Κi

, Κi ∈ J , a0 = aΚ1 + ⋯ + aΚs
+ a0 + ⋯ + a0

(s- 1) (p - 1)

,但存在 aΚj
≠ a0, 1≤ j ≤ s. 设

Κi ∈ I k i
, k i ∈ K , i = 1, 2,⋯, s,因 # 为全序集,故存在 I k t

∈ # , I k t
Β I k i

, i = 1, 2,⋯, s,∑
a0

Κ∈Ik t

A Κ

= Ý
a0

Κ∈Ik t

A Κ, 此与假设矛盾. 因而,∑
a0

Κ∈J

A Κ= Ý
a0

Κ∈J
A Κ, J ∈8. 由Zo rn引理, 8 含极大元,设为 I 0,令B =

∑
a0

Κ∈I0

A Κ = Ý
a0

Κ∈I0

A Κ,B 是A 的 (p + 1) 2子群,且 a0∈B . 任意 u ∈ + ,若 u ∈ I 0,则A u Α B ,若 u |

I 0,则B 与A u 关于 a0的和B +
a0

A u 不能是关于 a0的直和,故B ∩A u ≠ {a0},B ∩A u = A u ,即

A u Α B . 从而,A Α B ,A = B = Ý
a0

Κ∈I0

A Κ.
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A Functor D ef ined on Category RM
l
n and Category A G

0
rn

L iu Y u ren
(D ep t. of M ath. , Suzhou U niv. , 215006)

Abstract

In th is paper, w e define a functo r G: RM
l
n→A G

0
rn and p rove tha t the functo r G p reserves

com ponen t exactnesses and to ta l exactnesses. T hen w e discu ss the ca tego ry A G
0
rn and p rove

the fo llow ing theo rem : If A ∈ obA G
0
r, p + 1, ûA û ≠ 1 , then A = Ý

a0

Κ∈I0

A Κ,A Κ µ Z p , w here p is a

p rim e num ber.

Keywords　ca tego ry RM
l
n , functo r G , ca tego ry A G

0
rn .
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