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关于多项式系数微分方程复振荡理论的两个结果
Ξ

陈　宗　煊
(江西师范大学数学系, 南昌330027)

摘　要　本文证明了:如果 ak- j ( j = 1,⋯, k )为多项式, degak- j = nk- j ,存在某个 ak- s

(1≤s≤k)满足:当1≤j < s时, nk- j öj≤nk- sös;当 s< j≤k 时, nk- j< nk- s- ( j - s). 如果 F ¢ 0是

整函数且满足 Ρ(F ) = Β< (nk- s+ s) ös,那么微分方程

f
(k) + ak- 1f

(k- 1) + ⋯+ a0f = F

的解满足 Κλ(f ) = Κ(f ) = Ρ(f ) = (nk- s+ s) ös,或满足 Ρ(f ) = Β.

关键词　线性微分方程,整函数,零点,级.
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§1　引言与结果

本文使用值分布论的标准记号 (见[1, 5, 10 ]).

文[2, 4, 7 ]研究了微分方程

f
(k)

+ ak- 1f
(k- 1)

+ ⋯ + a0f = p 1 (z ) e
p 0 (z )

(1. 1)

的复振荡理论,其中 ak- 1,⋯, a0, p 1 (z ) , p 0 (z )为多项式,其中系数 a0的次数对于其结果起着主

要影响,其自由项 p 1e
p 0是仅有有限多个零点的整函数. 在本文中,将其推广到更一般的情况,

以某个 ak- s替换 a0,即存在某个 ak- s (1≤s≤k - 1) , ak- s的次数对方程解的振荡性质起主要影

响,并将自由项推广到一般的整函数. 证明了下面定理.

定理1　假设 ak - j ( j = 1,⋯, k )为多项式, degak- j = nk- j ,存在某个 ak- s (1≤s≤k )满足: 当1

≤ j < s时, nk- j öj≤nk- sös; 当 s< j≤k 时, nk- j < nk- s- ( j - s). 假设 F (z ) ¢ 0为整函数,且 Ρ(F )

= Β< (nk - s+ s) ös,那么微分方程

f
(k)

+ ak- 1f
(k- 1)

+ ⋯ + ak- sf
(k - s)

+ ⋯ + a0f = F (1. 2)

的解 f 为整函数,满足

Κλ(f ) = Κ(f ) = Ρ(f ) = (nk- s + s) ös; (1. 3)

或者满足 Ρ(f ) = Β. 而且当 nk - s≥1时,满足 (1. 3)式的解一定存在. 而满足 Ρ(f ) = Β的任意二
个解 f 0与 f

3 最多相差一个多项式且 deg (f 0- f
3 ) < k - s.

进一步,如果还满足①k - s= 0;或者②k - s= 1, a0¢ 0;或者③k - s≥2, a0¢ 0, a0,⋯, ak- s- 1

的次数满足 nk- t- (k - t) ( t= (s+ 1) ,⋯, k )互不相等,那么 (1. 2)最多一个例外解 f 0, Ρ(f 0) =
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Β,其它所有解满足 (1. 3).

定理2　假设 ak - j ( j = 1,⋯, k )为多项式,且 degak- j = nk - j ,存在某 ak- s (1≤s≤k )满足:当 j

≠s时有 nk- j öj < nk- sös. 假设 F (z ) ¢ 0为整函数,且 Ρ(F ) = Β= (nk- s+ s) ös,则方程 (1. 2)的所

有解 f 为整函数,且 Ρ(f ) = (nk - s+ s) ös.

如果 Κ(F ) = Ρ(F ) ,那么所有解满足 Κ(f ) = Ρ(f ).

如果 Κ(F ) < Ρ(F ) , F = z
m
Q (z ) e

p (z ) (m 为非负整数,Q (z )为 F 的非零零点构成的典型乘积

或多项式, Ρ(Q ) < Ρ(F ) , p (z )为次数等于 Β的多项式) ,那么当 deg (ak- s+ (p′(z ) ) s) = nk- s时,

方程 (1. 2)最多有一个例外解 f 0满足 Κ(f 0) = Κ(F ) (当 F 仅有有限多个零点时, f 0也仅有有限

多个零点) ,其它所有解满足 (1. 3).

§2　引　理

引理1　假设 f (z )为超越整函数, Ρ(f ) = Α< ∞,则存在对数测度为无穷的集合 E 1< (1,

+ ∞) ,满足

lim
r→∞
r∈E 1

log logM (r, f )
log r

= lim
r→∞
r∈E 1

logΧf (r)
log r

= Α, (2. 1)

其中 Χf (r)为 f (z )的中心指标.

证明　由 Ρ(f ) = Α< ∞,所以存在{rn} (rn→+ ∞) ,满足

lim
rn→∞

log logM (rn , f )
log rn

= Α. (2. 2)

令: E 1< (1, + ∞) , E 1满足: E 1包含了所有使 (2. 2)式成立的{rn}中的点,并且对任意{rn}< E 1,

rn→∞时,都有 (2. 2)式成立. 那么容易证明 E 1的对数测度 lm E 1= ∞.

由 f 为有限级及[6 ]的定理1. 12,可知

lim
r→∞

logM (r, f )
logΛ(r) = 1, (2. 3)

其中 Λ(r)为整函数 f 的最大项
[ 6 ]

, Λ(r) = ûaΧf
(r) ûõr

Χf
(r)

. 由 (2. 3)可知当 r充分大时

logM (r, f ) ≤ 2logΛ(r) ≤ 2log
+ ûaΧf

(r) û + 2Χf (r) õ log r.

由 E 1的定义可得

lim
r→∞
r∈E 1

logΧf (r)
log r

= Α.

引理2　假设 ak - j ( j = 1,⋯, k )和 F 如定理1所设, f (z )为微分方程 (1. 2)的解,且 Ρ(F ) = Β
< Ρ(f ) < ∞,那么 Ρ(f ) = (nk- s+ s) ös.

证明　假设给定任意小的 Ε(0< 2Ε< Ρ(f ) - Β) ,那么当 r充分大时有

ûF (z ) û < exp {r
Β+ Ε}. (2. 4)

　　另一方面,由引理1可知存在对数测度为无穷的集合 E 1< (1, + ∞) ,满足 (2. 1)式. 从而当

r∈E 1,且 r→∞时M (r, f ) > exp {r
Ρ(f ) - Ε

},及

ûF (z ) û
M (r, f ) < exp {r

Β+ Ε
- r

Ρ(f ) - Ε}→ 0. (2. 5)
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　　由W im an2V aliron 理论
[ 6, 8, 9 ]

,取ûz û= r满足û f (z ) û= M (r, f ) ,最多除去一个对数测度

为有穷的 r集合 E 2< (1, + ∞) ,有

f
( j ) (z )

f (z ) = (
Χf (r)

z
) j (1 + o (1) ) ( j = 1,⋯, k ). (2. 6)

假设 ak- j = A k- jz
nk- j (1+ o (1) ) (A k- j为非零常数, j = 1,⋯, k ) ,将它们代入 (1. 2) ,由 (2. 5) , (2.

6) ,当取ûz û= r∈E 1- E 2,满足û f (z ) û= M (r, f ) , r→∞时,可以得到

　　 (
Χf (r)

z
) k (1+ o (1) ) + A k - 1õz

nk - 1
(
Χf (r)

z
) k- 1 (1+ o (1) ) + ⋯

　　　+ A k- sõz
nk- s (

Χf (r)
z

) k- s (1+ o (1) ) + ⋯+ A 0õz
n0 (1+ o (1) ) = o (1). (2. 7)

由于代数方程解是系数的连续函数,所以当 r∈E 1- E 2, r→∞时,可知存在常数 c1≠0及有理

数 Α满足

Χf (r)～ c1 r
Α
. (2. 8)

由 (2. 1)与 (2. 8)可知 Ρ(f ) = Α,且 Α≤ (nk- s+ s) ös. 如果 Α< (nk- s+ s) ös,则 (2. 7)式中仅有一项

A k - sõz
nk- s (

Χf (r)
z

) k- s (1+ o (1) )的次数为最高,矛盾. 所以 Ρ(f ) = (nk- s+ s) ös.

引理3　假设 a0,⋯, ak- 1如定理1所设,则方程

f
(k )

+ ak- 1f
(k - 1)

+ ⋯ + ak- sf
(k- s)

+ ⋯ + a0f = 0 (2. 9)

的非零解 f 或者为次数小于 k - s的多项式,或者为超越整函数且满足 Ρ(f ) = (nk- s+ s) ös,并

且这种超越整函数解,当 nk- s≥1时一定存在.

进一步,如果还满足①k - s= 0;或者②k - s= 1, a0¢ 0;或者③k - s≥2, a0¢ 0, a0,⋯, ak- s- 1

的次数满足: nk- t- (k - t) ( t= (s+ 1) ,⋯, k )互不相等,那么方程 (2. 9)的所有非零解 f 满足

Ρ(f ) = (nk- s + s) ös .

利用[3 ],使用类似引理2的证法可证明.

引理4　假设 bk- j ( j = 1,⋯, k )为多项式, degbk- j = nk- j≤j (Β- 1) ( j = 1,⋯, k - 1) , degb0=

n0= k (Β- 1) ,Q 为整函数, Ρ(Q ) = Κ(Q ) < Β,那么微分方程

g
(k)

+ bk- 1g
(k - 1)

+ ⋯ + b0g = Q (2. 10)

最多一个例外解 g 0满足 Κ(g 0) = Ρ(g 0) = Ρ(Q ) = Κ(Q ) ,其它所有解 g 都满足 Κλ(g ) = Κ(g ) =

Ρ(g ) = Β.

使用类似于[2 ]中引理3的证法可证.

§3　定理的证明

定理1的证明　由[2, 4 ]可知 (1. 2)的所有解 f (z )为整函数,且满足 Β≤ Ρ(f ) ≤ (nk- s +

s) ös. 而由引理 2,可知 f 满足 Ρ(f ) = Β, 或满足 Ρ(f ) = (nk- s + s) ös. 再由[2, 4 ] 可知: 满足

Ρ(f ) = (nk- s + s) ös的解一定满足 (1. 3) 式.

当 nk- s≥1时,假设{f 1,⋯, f k }为 (1. 2) 所对应的齐次方程 (2. 9) 的基础解,由引理3,可知

至少存在一个解,设为 f k 满足 Ρ(f k ) = (nk- s + s) ös. 而 (1. 2) 的任意解 f 可以表示为

f = c1f 1 + ⋯ + ck f k + f 00 (c1,⋯, ck 为任意常数) ,
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其中 f 00为 (1. 2) 的某一特解,那么或者 Ρ(f 00) = (nk- s + s) ös,或者 Ρ(f 00 + f k ) = (nk- s +

s) ös,所以 (1. 2) 一定存在满足 (1. 3) 式的解.

如果 f 0 与 f 3 为 (1. 2) 的解,且 Ρ(f 0) = Ρ(f 3 ) = Β,那么 Ρ(f 0 - f 3 ) < (nk- s + s) ös,且

f 0 - f 3 为 (1. 2) 所对应的齐次方程 (2. 9) 的解,由引理 3可知 f 0 - f 3 为多项式且 deg (f 0 -

f 3 ) < k - s.

进一步,如果满足①—③中任一条件时,且 f 0与 f 3 为 (1. 2) 的解,满足 f 0 ¢ f 3 , Ρ(f 0) =

Ρ(f 3 ) = Β,那么 Ρ(f 0 - f 3 ) ≤ Β,而 f 0 - f 3 为 (1. 2) 所对应齐次方程 (2. 9) 的非零解,由引

理 3, Ρ(f 0 - f 3 ) = (nk- s + s) ös,矛盾. 所以 (1. 2) 最多一个例外解 f 0满足 Ρ(f 0) = Β,其它所

有解满足 (1. 3).

定理2的证明　由[2, 4 ]可知 (1. 2) 的所有解 f 为整函数,且Ρ(f ) = (nk- s + s) ös,当Κ(F )

= Ρ(F ) = Β时,有 Κ(f ) = Ρ(f ).

下面假设 Κ(F ) < Ρ(F ) , F = z
m õQ (z ) e

P (z ) (m 为非负整数,Q (z ) 为 F 的非零零点构成的

典型乘积或多项式, Κ(Q ) = Ρ(Q ) < Β, p (z ) 为多项式且 degp = (nk- s + s) ös = Β) .

令 f (z ) = g (z )õe
p (z )

,并将它代入方程 (1. 2)得到

g
(k )

+ bk- 1g
(k - 1)

+ ⋯ + b0g = z
m õQ (z ) , (3. 1)

其中 bk- j ( j = 1,⋯, k )为多项式,可以算出多项式 bk- j的次数:

degb0= deg{ak- s (p′)
k- s

+ (p′)
k
}= k (Β- 1) ,

deg (bk- j )≤j (Β- 1)　 ( j = 1,⋯, k - 1).

所以由引理4,可知 (3. 1)的所有解 g 满足

Κλ(g ) = Κ(g ) = Ρ(g ) = (nk - s+ s) ös,

且最多一个例外解 g 0满足 Κ(g 0) = Ρ(g 0) = Ρ(Q ) = Κ(F ). 从而方程 (1. 2)的所有解 f 满足 (1. 3)

式和最多一个例外解 f 0满足 Κ(f 0) = Κ(F ).

如果 F 仅有有限多个零点,那么由[4 ]可知 (1. 2)的例外解 f 0也仅有有限多个零点.

§4　关于 Κ(f ) < (nk- s+ s) ös的例

例1　方程 f
(4)

+ z 2f Ê+ z 5f ″+ z 3f ′- z 2f = (z 5 + z 3 + 1) ez满足定理 1的条件, degak- s

= dega2 = 5. 它具有解 f c = ez + cõ z (c为任意常数) , Ρ(f c) = Β = Ρ(F ) ,当 c = 0时, f 0仅

有有限个零点,当 c≠0时,有Κ(f c) = 1,而F 仅有有限个零点. 这里,满足条件Κ(f ) < (nk- s +

s) ös的解,不具有定理 2中例外解的性质.

例 2　方程 f ″- 2z f ′- f = 2z õ co sz õ ez 2

满足定理 2的条件,这里 degak- s = dega1 =

1, Β = Ρ(F ) = (nk- s + s) ös = 2, Κ(F ) < 2. 它具有例外解 f 0 = sinz õ ez 2

,满足Κ(F ) = Κ(f 0) ,

Ρ(f 0) = Β.

例 3　方程 f ″- 2z f ′- f = ez 2

满足定理 2的条件,它具有例外解 f 0 = ez 2

, f 0与 F 都没

有零点.
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Two Results on the Com plex O sc illa tion Theory of
D ifferen tia l Equation s with Polynom ia l Coeff ic ien ts

Chen Z ong x uan
(D ep t. of M ath. , J iangxi N o rm al U niversity, N anchang, 330027)

Abstract

In th is paper, w e p rove: if ak- j ( j = 1,⋯, k ) a re po lynom ia ls, degak- j = nk- j , there ex2
ists som e ak- s (1≤ s≤ k ) such tha t nk- j öj ≤ nk- sös if 1≤ j < s ; and nk - j < nk- s - ( j - s) if

s < j ≤ k , if F ¢ 0 is an en t ire funct ion sa t isfying Ρ(F ) = Β< (nk- s + s) ös , then a so lu t ion

of the d ifferen t ia l equa t ion

f
(k)

+ ak- 1f
(k - 1)

+ ⋯ + a0f = F

sa t isf ies Κλ(f ) = Κ(f ) = Ρ(f ) = (nk- s + s) ös , o r Ρ(f ) = Β.

Keywords　non2hom ogeneou s linear d ifferen t ia l equa t ion, en t ire funct ion, zero2sequence,

o rder of grow th.
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