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L 旋转向量场中奇点的运动
Ξ

王　　杰
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摘　要　本文引入L 旋转向量场的定义, 给出奇点随参数移动的L 旋转向量场中奇

点移动的条件.

关键词　L 旋转向量场, 奇点指标.

分类号　AM S (1991) 34C05öCCL O 175. 12

对于旋转向量场理论的研究已有了许多工作[ 1- 5 ]
, 本文给出L 旋转向量场的定义, 运用

L ie 括号、L ie 群和旋转向量场理论来研究L 旋转向量场中奇点随参数移动的情况, 扩大了旋转

向量场的应用范围.

定义 1　 设由方程

xα1 = X 1 (x , Λ) , xα2 = X 2 (x , Λ) (1)

确定的向量场 X (Λ) = (X 1 (x , Λ) , X 2 (x , Λ) ) 的奇点是孤立的, x = (x 1, x 2) ∈ R
2
, X 1, X 2 ∈

C 2 (R 2 × I , R ) , I = {ΛûûΛû < ∆, ∆ > 0}. 若存在向量场 Y : xα1 = Y 1 (x ) , xα2 = Y 2 (x ) , Y 1, Y 2 ∈

C 2 (R 2, R ) , 使在X (0) 的一切常点处成立

L (0) =
def

X (0) ∧ {X ′
Λ(0) + [X (0) , Y ]} > 0 (< 0) , (2)

其中X ′
Λ(0) 表示X (Λ) 对 Λ求导在 Λ= 0 时的向量场, [X (0) , Y ] 表示X (0) 和 Y 经过L ie 括

号运算后得到的向量场, 则称X (Λ) (Λ∈ I ) 构成L 旋转向量场, 简记X (Λ) ∈M
L (R 2) ,M

L (R 2)

是R 2 上L 旋转向量场的集合.

注 1　 若X (Λ) 在D × I 上有定义,D < R 2, 使得X (0) 在D 上一切常点处成立 (2) 式, 则

称X (Λ) (Λ∈ I ) 在D 上构成L 旋转向量场, 简记X (Λ) ∈M
L (D ) ,M

L (D ) 是D < R 2 上的L

旋转向量场的集合.

下面的引理 1 的证明参阅[6 - 7 ].

引理 1　设X , Y ∈C 1 (R 2, R ) , Ωs 是Y 生成的单参数变换群, s ∈R. 固定 s, 若Υp ( t) 是X 过

点 p 的积分曲线, Υ(0) = p , 则 Ωs ü Υp ( t) 是向量场 Ωs
3 X 过点 Ωs (p ) 的积分曲线. 若X û p = 0, 则

(Ωs
3 X ) û Ωs (p ) = 0.

引理 2　设X , Y ∈C 1 (R 2, R ) , Ωs 是 Y 生成的单参数变换群, s ∈R. 固定 s, 则X 的孤立奇

点指标在 Ωs 变换下不变.

证明　由引理条件可知 Ωs 是微分同胚, 再由[8 ] 中第五章定理 4. 2 可证得该引理.
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在下文中, 当X (Λ) ∈M
L (R 2) 时, 以 Y 表示满足 (2) 式的向量场, 而 Ωs 表示 Y 生成的单

参数变换群, s ∈R.

引理 3　设X (Λ) ∈M
L (R 2) , 则对 Π Ε> 0, ϖ ∆= ∆(Ε) > 0, 使得当 ûΛû < ∆时, ΩΛ

3 X (Λ)

构成旋转向量场, 简记 ΩΛ
3 X (Λ) ∈M

R (旋转向量场集合).

证明　设 ΩΛ
3 X (Λ) û p Λi

= 0, Λ≠ 0, i = 1, 2, ⋯, k; 而X (0) û p j
= 0, j = 1, 2, ⋯,m. 对 Π Ε

> 0, 0 < Εν 1, 以 p Λi
(1 ≤ i ≤ k ) 及 p j (1 ≤ j ≤m ) 的每一点为圆心, Ε为半径作开圆盘S Ε(p Λi

)

及 S Ε(p j ) (1 ≤ i ≤ k , 1 ≤ j ≤m ) , 使S Ε(p ) ∩S Ε(q) = Á , p , q ∈ {p Λi
} ∪ {p j }, 1 ≤ i ≤ k , 1 ≤

j ≤m , p ≠ q. 由L ie 括号的极限定义可得

ΩΛ
3 X (Λ) = X (0) + Λ{X ′

Λ (0) + [X (0) , Y ]} + o (Λ). (3)

在Q = R 2ø{∪
k

i= 1
S Ε(p Λi

) } ∪ {∪
m

j= 1
S Ε(p j ) } 的常点处, 对给定的 Ε> 0, 总可找到 ∆1 = ∆1 (Ε) > 0, 使

当 ûΛû < ∆1 时, 有

ΩΛ
3 X (Λ) ∧ 5

5Λ{ΩΛ
3 X (Λ) } = L (0) + o (Λ) > 0 (< 0). (4)

又设 ΩΛ
3 X (Λ) 与 x 1 轴的交角记为 Η(Λ). 对给定 Ε> 0, 总可找到 ∆2 = ∆2 (Ε) > 0, 使得当 ûΛû <

∆2 时, 在Q 的常点处 (X (0) 与 x 1 轴交角为 Η(0) ) 成立不等式

0 < ûΗ(Λ) - Η(0) û < Π. (5)

取 ∆ = m in{∆1, ∆2}, 则当 ûΛû < ∆时, ΩΛ
3 X (Λ) ∈M

R.

注 2　 按照旋转向量场的严格定义, 奇点应保持不动, 而引理 3 中 ΩΛ
3 X (Λ) 的奇点是可以

随参数 Λ变动而移动的. 在不引起混淆情况下, 仍称 ΩΛ
3 X (Λ) (ûΛû < ∆) 为旋转向量场.

引理 3 中的 ∆不一定是一个很小的正数, 下面的例子说明这个问题.

例 1　 设X (Λ) = (x 2, - x 1 + Λx 2) , 若取 Y = (-
1
2

x 2, 0) , 则在X (0) 的一切常点处有

L (0) =
1
2

(x
2
1 + x

2
2) > 0,

即X (Λ) ∈M
L (R 2). 考虑 Λ值范围, 因为

ΩΛ
3 X (Λ) ∧ 5

5Λ{ΩΛ
3 X (Λ) } =

1
2

(x
2
1 + x

2
2) -

1
2

Λx 1x 2 +
1
8

Λ2
x

2
2, (6)

将 (6) 与 (4) 式比较, 可得

o (Λ) = -
1
2

Λx 1x 2 +
1
8

Λ2
x

2
2, (7)

但 (6) 式可进一步化为

ΩΛ
3 X (Λ) ∧ 5

5Λ{ΩΛ
3 X (Λ) } =

1
2

x
2
2 +

1
8

(Λx 2 - 2x 1) 2. (8)

上式在 ΩΛ
3 X (Λ) (Λ∈R ) 的常点处大于零, 但满足 (5) 式的 Λ取值范围是 ûΛû < 4, 故取 ∆= 4,

则当 ûΛû < ∆ = 4 时, ΩΛ
3 X (Λ) ∈M

R.

设X (Λ) ∈M
L (R

2) , 这里要求X (Λ) 的奇点随参数Λ的变化而严格移动, 允许移动的奇点

消失或分解有限个, 且均不与原向量场的奇点重合. 设 p 是向量场X 的奇点, 则 p 点关于X 的

奇点指标记为 Τ(p , X ).
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定理 1　设X (Λ) ∈M
L (R 2) , X (0) û p 0

= 0, 又设R û p 0 = 0, 若X (0) 的奇点p 0 在X (Λ) (Λ
≠ 0) 中消失或分解为 p i (1 ≤ i ≤ k ) , 则 Τ(p 0, X (0) ) = 0, 且 Τ(p i, X (Λ) ) = 0 (Λ≠ 0, 1 ≤ i ≤

k ).

证明　首先证 Τ(p 0, X (0) ) = 0. 事实上, 由于X (Λ) û p 0 ≠ 0 (Λ≠ 0) , 利用引理 1 及条件

Y û p 0 = 0, 可知 ΩΛ
3 X (Λ) û p 0 ≠ 0 (Λ≠ 0). 由引理 3, 对 ∆> 0, 当 ûΛû < ∆时, ΩΛ

3 X (Λ) ∈M
R
. 取

Γ> 0 充分小, 使得S Γ(p 0) 中不含ΩΛ
3 X (Λ) (Λ≠ 0) 的奇点, 仅含X (0) 的孤立奇点 p 0, 易知关于

5S Γ(p 0) 有Τ(p 0, ΩΛ
3 X (Λ) ) = 0 (Λ≠ 0) , 由引理 3 的 (5) 式可知当 ûΛû < ∆时, Τ(p 0, X (0) ) = 0.

同法可证 Τ(ΩΛ (p i) , ΩΛ
3 X (Λ) ) = 0 (Λ≠ 0, 1 ≤ i ≤ k ) , 再由引理 2 可得 Τ(p i, X (Λ) ) = 0 (Λ

≠ 0, 1 ≤ i ≤ k ). 证毕.

推论 1　设X (Λ) ∈M
L (R 2) , X (0) û p 0 = 0, 若 Y û p 0 ≠ 0, 且移动的奇点 p i ≠ Ω- Λ (p 0) (Λ≠

0, 1 ≤ i ≤ k ) , 则

Τ(p 0, X (0) ) = 0 且 Τ(p i, X (Λ) ) = 0 (Λ≠ 0, 1 ≤ i ≤ k ).

证明　因X (0) û p 0 = 0, 设X (Λ) (Λ≠ 0) 的奇点消失或分解为不与X (0) 的奇点 p 0 重合

的点 p 1, ⋯, p k , 即X (Λ) û p i
= 0 (1 ≤ i ≤ k ) , 又因X (Λ) û p 0 ≠ 0 (Λ≠ 0) 及 Y û p 0 ≠ 0, 由引理 1

有 ΩΛ
3 X (Λ) û ΩΛ(p 0) ≠ 0 及ΩΛ

3 X (Λ) û ΩΛ(p i
) = 0, 然由条件ΩΛ(p i) ≠ p 0 可知ΩΛ

3 X (Λ) û p 0 ≠ 0, 同定理

1 的证法一样可得 Τ(p 0, X (0) ) = 0 及 Τ(p i, X (Λ) ) = 0 (Λ≠ 0, 1 ≤ i ≤ k ). 证毕.

推论 2　设X (Λ) ∈M
L (R 2) , X (0) û p 0 = 0, 若 Y û p 0 ≠ 0, 但对某 i0 (1 ≤ i0 ≤ k ) , 有 ΩΛ(p i0

)

= p 0 (Λ≠ 0) , 则

Τ(p 0, X (0) ) = Τ(p i0 , X (Λ) ) , Τ(p i, X (Λ) ) = 0 (Λ≠ 0, 1 ≤ i ≤ k 且 i ≠ i0).

例 2　 设X (Λ) = (x
2
2, - x 1 + Λ) , 取 Y = (3x 1 - ax 2, 2x 2) , 当 ûΛû < ∆时, 取 0 < a ν

1, 在D = { (x 1, x 2) ûx 2 < a
- 1

} < R 2 的区域上, 则X (0) 在D 上一切常点处成立

L (0) = ax
2
1 + x

2
2 - ax

3
2 > 0,

即X (Λ) ∈M
L (D ) , X (Λ) 的奇点随 Λ的变化而严格移动, 注意到此时 Y û p 0 = 0, p 0 = (0, 0) 是

X (0) 奇点, 由定理 1 可知 Τ(p 0, X (0) ) = 0 及 Τ(p i, X (Λ) ) = 0 (Λ≠ 0) , p i = (Λ, 0).

定理 2　设X (Λ) ∈M
L (R

2). X (0) û p 0 = 0, p 0 是初等的. 若 Y û p 0 = 0, 则 p 0 不能随 Λ变动

而移动. 若 Y û p 0 ≠ 0, 则 p 0 随 Λ变动而移动, 且移动后的点为X (Λ) 的奇点 Ω- Λ (p 0) (Λ≠ 0).

证明　若 Y û p 0 = 0, 注意到 Τ(p 0, X (0) ) = ± 1, 由定理 1 立即知原题第一部分成立. 现考

虑 Y û p 0 ≠ 0 的情形, 先证 p 0 确实随着 Λ变动而移动, 设其不然, 即 p 0 不随 Λ变动而移动, 则

X (Λ) û p 0 = 0 (Λ≠ 0) , 由引理 1 知 ΩΛ
3 X (Λ) û ΩΛ(p 0) = 0, 因 p 0 是X (0) 的孤立奇点, 取 ∆λ> 0 及充

分小的 Γ> 0, 使得当 0 < ûΛû < ∆λ< ∆时, ΩΛ(p 0) ² S Γ(p 0) , 则关于 5S Γ(p 0) 有 Τ(p 0, ΩΛ
3 X (Λ) )

= 0 (因 ΩΛ
3 X (Λ) û p 0 ≠ 0) , 这里 Λ≠ 0. 然而 Τ(p 0, X (0) ) = ± 1 ≠ 0, 由引理 3 可知这是一个矛

盾, 故证得 p 0 确实随Λ变动而移动, 再利用推论 1 和推论 2 可知 p 0 随Λ变动而移动为X (Λ) 的

奇点 Ω- Λ(p 0) (Λ≠ 0). 证毕.
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The M otion of Singular Po in t on L -Rotated Vector F ields

W ang J ie
(N o rth Ch ina E lectric Pow er U niversity, Baoding 071003)

Abstract

T he paper g ives the d if in it ion of L 2ro ta ted vecto r fields in the p lane and the condit ion s of

the singu lar po in t m oving on L 2ro ta ted vecto r, f ields tha t crit ica l po in t m oves as param eter is

changed.

Keywords　L 2ro ta ted vecto r fields, index of singu lar po in t.
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