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一类新的六参数非协调四边形单元
Ξ

石东洋　　陈绍春
(郑州大学数学系, 450052)

摘　要　利用分析 spech t 元的技巧, 构造了一类新的非协调四边形单元, 并证明由

此产生的有限元对任意四边形网格收敛且效果同W ilson 元. Q P6元是其中的特例.
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1　非协调四边形单元的构造及收敛性

设 Kδ, K 分别为参考单元及任意四边形单元, 顶点为Aδ
i 及A (x i, y i) , i= 1, 2, 3, 4. x ij = x i

- x j , y ij = y i- y j , ∃K 为 K 的面积. Kδ→K 的等参变换为

　　　F : x = ∑
4

i= 1

x iN i (Φ, Γ) , y = ∑
4

i= 1

y iN i (Φ, Γ) ,

　　　N i (Φ, Γ) =
1
4

(1 + ΦiΦ) (1 + ΓiΓ) , i = 1, 2, 3, 4,

　　　Νi = {- 1, 1, 1, - 1}
T
, Γi = {- 1, - 1, 1, 1}

T
.

定义集合 5 及函数N i, i= 5, 6, 7, 8, 如下:

5 = {Υ∈C
1
0 [ - 1, 1 ] ∩C 2 [ - 1, 1 ], Υ(- t) = Υ( t) ,∫

1

- 1
Υ( t) d t ≠ 0, Υ′(1) ≠ 0},

　　 N 5= (1- Γ) Υ(Φ) , N 6= (1+ Φ) Υ(Γ) , N 7= (1+ Γ) Υ(Φ) ,N 8= (1- Φ) Υ(Γ) , Υ∈5.

记N = (N 5, N 6, N 7, N 8) T
, Αi

= (Α
i
5, Α

i
6, Α

i
7, Α

i
8 ) , X

i
h = Αi

N ( i= 1, 2, ). 现构造 K 上的函数空间

P (K ) : v h∈P (K ) , 设 v h = w h + z h = ∑
4

i= 1

v h (A i)N i (Φ, Γ) + ∑
2

i= 1

ΚiX
i
h .

(É )　先确定系数 Α1, Α2. 为此, 省去上标. 记X h= ΑN , 让 X h 通过分片检查:

∫5K
X hnx d s = ∫5K

X hny d s = 0, (1)

经过复杂运算及利用 5 上元素的性质有

y 12 y 23 y 34 y 41

x 12 x 23 x 34 x 41

ΑT = 0. (2)

　　此式与[1 ]中的 (1. 5)式一样, 从而可得到两个解 Α1, Α2. 如取

　　　　　Α1= (y 23x 34- y 34x 23, y 34x 12- y 12x 34, y 12x 23- y 23x 12, 0) ,
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　　　　　Α2= (∃K , ∃K , ∃K , ∃K ).

(Ê )　确定 Κ1, Κ2与 v h 的关系.

引理1　当 K 为凸四边形时, Κ1, Κ2可由下式:

κKδ
(vδh) ΦΦd Φd Γ= 4Υ′(1) (Κ1 (1, 0, 1, 0) (Α1) T

+ Κ2 (1, 0, 1, 0) (Α2) T )

κKδ
(vδh) ΓΓd Φd Γ= 4Υ′(1) (Κ1 (0, 1, 0, 1) (Α1) T

+ Κ2 (0, 1, 0, 1) (Α2) T )

唯一确定. 且ûΚiû≤Ch
- 2ûvδhû 2, Kδ, h= m axhK , hK = diam (K ).

证明　证明类同[1 ].

引理2　ûz hû 1, h≤C ûv hû 1, h , ûz hû 0≤Chûv hû 1, h.

证明　在参考元 K
δ 上, 记 vδ= wδ+ zδ, 那么利用 5 的性质经过推导得:

ûzδû 1, Kδ ≤ ûvδû 1, Kδ,

ûzδû 2
0, Kδ ≤C ûzδû 1, Kδ ≤C ûvδû 1, Kδ,

ûz hû 1, K ≤C ûzδhû 1, Kδ ≤C ûvδhû 1, Kδ ≤C ûv hû 1, K ,

ûz hû 0, K ≤C hûzδhû 0, Kδ ≤C hûvδhû 1, Kδ ≤C hûv hû 1, K ,

对所有单元求和即可得证引理.

(Ë )　主要结果是:

定理1　上述构造的单元通过广义分片检查; 设 u∈H
1
0 (8 ) ∩H

2 (8 ) , u h 分别为二阶问题

的精确解和有限元解, 那么有

úu - u hú 0+ húu - uhú 1, h≤Ch
2úuú 2, 8.

证明　类同[1 ]中定理1的讨论, 可以证明上述单元通过广义分片检查. 再利用[ 3 ]中定理

的证明即可得到误差估计, 只用到了引理1, 引理2及 (1)式.

2　讨论

1)　取 Υ( t) =
1
2

( t
2- 1) , 则 Υ∈5 , 易知此元即为Q P6元.

2)　利用 5 中任一元素可构造一新的四边形单元. 如可取 Υ( t) = 1- t
4, Υ( t) =

1
2

(1- t
2-

t
4) , 等等.

3)　5 中不仅包含多项式, 如可取 Υ( t) = co s
Π
2 t, Υ( t) = 1- t

2- co s
m Π

2 t (m 为奇数) , 等等.

综合上述, 只要非协调部分的 Υ∈5 , 那么构造的单元对任意四边形网格均收敛且理论效

果同W ilson 元, 从而克服了W ilson 元只对矩形或平行四边形网格收敛的缺陷.

注1　这样构造的四边形单元其形状函数依赖于单元本身. 关于形函数不依赖于单元的情

况及更广泛的一类乘积型非协调四边形单元的构造可参见[3 ].

注2　本文结论很容易推广到三维区域.
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A Class of New 6-Param eter Nonconform ing Arbitrary
Quadr ila tera l Elem en ts

S h i D ongy ang　　Chen S haochun
(Zhengzhou U niversity, 450052)

Abstract

U sing the ana lysis techn iques of spech t elem en ts, a class of new nonconfo rm ing quadri2
la tera l elem en ts is p resen ted. It is p roved tha t these elem en ts have the sim ila r convergence

behavio r to tha t of W ilson elem en t. Q P6 elem en t is specia l of ou r elem en ts.
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