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体上右线性方程组的反问题
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摘　要　设 F , K , 8 分别表示一个任意的体、一个具有对合反自同构的体和一个实

四元数体, F n 表示 F 上的 n 维右向量空间. 本文推广和改进了实线性方程组的反问题及一系

列结果, 解决了 F 上右线性方程组更具一般性的反问题 (简称 IPS) : 给定 b∈F s 和 Αi∈F n ( i=

1, ⋯, m ≤n) 满足 rank [Α1, ⋯, Αm ]= m , 求所有的 s×n 矩阵A 使A Αi= b ( i= 1, ⋯, m ). 当 s= n

时, 分别给出了 IPS 在 K 上有 (反)自共轭解及在 8 上有亚 (半)正定解的充要条件及其解的表

达式.

关键词　体, 实四元数体, 线性方程组反问题, (反)自共轭矩阵, 亚 (半)正定矩阵.
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1　引　　言

本文约定, F , K 和 8 分别表示一个任意的体、一个具有对合反自同构的体和一个实四元

数体, F
n 表示 F 上的 n 维右向量空间, F

m ×n和 F
m ×n
r 分别表示 F 上的全体m ×n 矩阵和 F 上的

全体秩为 r 的m ×n 矩阵, rankA 表示矩阵A 的秩, A
3 表示A 的共轭转置, GL n (F ) 表示 F 上

的全体 n×n 可逆阵, S C n (K )与 S S n (K )分别表示 K 上的全体 n×n 自共轭矩阵 (A 3 = A )和 K

上的全体 n×n 反自共轭矩阵 (A 3 = - A ) , S P n (P n) 表示Q 上的全体 n×n 半正定 (正定) 自共

轭矩阵, I i 表示 i 阶单位阵, T ij (k )表示将矩阵的第 j 行左乘以 k 加到第 i 行, P
- 3 = (P

- 1) 3
=

(P
3 ) - 1

, R e[b ]表示实四元数 b 的实部.

[ 1 ]提出了实线性方程组的反问题, 即给定 n 维列向量 Β, Χ, 求某一类型的 n×n 实矩阵

A , 使A Β= Χ. 文[1- 7 ]分别给出了此反问题的正定对称矩阵解与对称矩阵解的某些解法与解

集结构. 本文推广和改进了以上结果, 解决了 F 上线性方程组更具一般性的反问题 (简称

IPS) : 给定 b∈F
s 和 Αi∈F

n ( i= 1, ⋯,m ≤n) , 满足

rank [Α1, Α2, ⋯, Αm ]= m ,

求所有的矩阵A ∈F
s×n使A Αi= b ( i= 1, ⋯,m ). 证明了 IPS 一定可解, 给出了求 IPS 的一般解

的实用方法, 导出了 IPS 当 s= n 时在 K 上有 (反) 自共轭解及在Q 上有亚 (半) 正定解的充要

条件及其解集结构.

本文恒令B = [Α2- Α1, ⋯, Αm - Α1 ].

解 IPS 等价于解下面的矩阵方程组
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A B = 0,

A Α1 = b,
(1)

其中A ∈F
s×n为未知矩阵.

2　 IPS 的一般解

定义1　设X ∈F
s×n

,A ∈F
n×t
r , C∈F

s×t
, 称

X A = 0, (2)

为X A = C 的导出方程.

若{Β1, ⋯, Βn- r}是方程组 X 1nA nt= 0的解向量左空间的一个基, 则称N =

Β1

�
Βn- r

为 (2) 的一

个基础解阵.

定理1　矩阵方程组 (1)必有解, 且

C =
B Α1 I n

0 - b 0
,

总可经过一系列初等变换 (T ij (k )当 i> n 时, j < i; 初等列变换仅对前m 列施行)化为如下形式

G =

D mm M m n

O (n- m ) n N (n- m ) n

O sm U sn

,

其中U sn为 (1)的一个特解,N (n- m ) n为 (1)的导出方程的一个基础解阵.

证明　先证 (1)有解. 由 rank [Α1, ⋯, Αm ]= m 可得 rank [B , Α1 ]= m . 又

　　rank
B Α1

0 b
≥m ax{rank [B , Α1 ], rank [0, b ]}= rank [B , Α1 ]= m ,

故由
B Α1

0 b
∈F

(n+ s)×m
, 即得

rank
B Α1

0 b
= m = rank [B , Α1 ].

由[8, 引理1. 3 ]即知 (1)有解.

因 rank [B , Α1 ]= m , 故有 P 1∈GL n (F )和Q 1∈GL m (F )使

P 1 [B , Α1 ]Q 1=
D

0
,

其中D ∈GL m (F ). 令

P 1=
M m n

N (n- m ) n

,

则

N (n- m ) n [B , Α1 ]Q 1= 0.

由Q 1可逆知,N [B , Α1 ]= 0. 而 P 1可逆, 故 rankN = n- m . 从而N 为 (1)的导出方程的一个

基础解阵. 设U sn为 (1)的一个解, 则
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U sn [B , Α1 ]Q 1+ [0, - b ]Q 1= O sm.

令 P =
P 1 0

U sn I s

,Q =
Q 1 0

0 I n

, 则 P ∈GL n+ s (F ) , Q ∈GL n+ m (F ). 于是, 可检验知

PCQ =

D mm M m n

0 N (n- m ) n

0 U sn

= G.

由 P 的结构特点及体上矩阵初等变换与初等阵及可逆阵的关系[ 9 ]即知, C 可经过一系列初等

变换 (T ij (k )当 i> n 时, j < i; 初等列变换仅对前m 列施行)化为G 的形式.

反之, 若C 经过上述初等变换化为G 的形式, 即有可逆阵Q 和可逆阵 P =
C 1 0

C 2 I s

, 使

P
B Α1

0 - b
Q =

D

0

0

, (3)

此时, P
I n

0
=

M

N

U

. 从而有

C 1

C 2

=

M

N

U

.

将上式代入 (3)式立得

N [B , Α1 ]Q = 0, U [B , Α1 ]Q + [0, - b ]Q = 0.

由于Q 可逆, 故U 为 (1)的一个特解, N 为 (1) 的导出方程的解. 由于 P 可逆, 故 rankN = n -

m . 所以,N 为 (1)的导出方程的一个基础解阵. □

定理2　设U 为 IPS 的一个特解,N 为 (1)的导出方程的一个基础解阵, 则 IPS 的解集为

{U + D N ûD ∈ F
s× (n- m )

}. (4)

　　证明　易验证对任意的D ∈F
s× (n- m )

,U + DN 为 (1)的解, 从而为 IPS 的解.

反之, 设 X 为 IPS 的任一解, 则 X - U 为 (1) 的导出方程的解, 故 X - U = DN , 其中D ∈

F
s× (n- m )

,N 为 (1)的导出方程的一个基础解阵. 于是, X = U + DN . □

推论1　对于 IPS,

( i)　m = n 时, 有唯一解;

( ii)　m < n 时, 有无穷多解.

综上, 解 IPS 的具体步骤为:

( i)　令B = [Α2- Α1, ⋯, Αm - Α1 ],

C =
B Α1 I n

0 - b 0
,

对C 作一系列初等变换 (T ij (k )当 i> n 时, j < i; 初等列变换仅对前m 列施行) 化为G 的形式,

则G 中的U 和N 分别为 (1)的一个特解和导出方程的一个基础解阵.

( ii)　由 (4)式写出 IPS 的通解.
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3　 IPS 的 (反)自共轭解与亚 (半)正定解

以下令 s= n , F = K.

由于 rank [B , Α1 ]= m , 故有 P ∈GL n (K )使

P [B , Α1 ] =
Im

0
. (5)

以下恒令

P
- 3 [0, b ] =

C 1

C 2

, (6)

其中C 1∈K
m ×m

, 则

C 1 = [B , Α1 ]
3

[0, b ]. (7)

　　引理1　 IPS 的一般解集为

P 3 C 1 X 12

C 2 X 22

P X 12 ∈ K
m × (n- m )

, X 22 ∈ K
(n- m )× (n- m )

. (8)

　　证明　设

P
- 3

A P
- 1=

　X 11 X 12　

　X 21 X 22　

m

n- m

,

m 　　n- m

则 IPS 等价于 P
- 3

A P
- 1

P [B , Α1 ]= P
- 3 [0, b ], 其中A ∈K

n×n未知. 由 (5)及 (6)知,

X 11 X 12

X 21 X 22

Im

0
=

C 1

C 2

.

从而, X 11= C 1, X 21= C 2. 故A 可表成 (8)的形式.

反之, 由 (5)及 (6)易验知, 具有 (8)形式的矩阵一定为 IPS 的解. □

定理3　 IPS 有自共轭解的充要条件是 Α
3
1 b= b

3 Α1且B
3

b= 0. 有此种解时, 其解集为

P 3 C 1 C
3
2

C 2 X 22

P X 22 ∈ S C n- m (K ) . (9)

　　证明　易知C
3
1 = C 1Ζ Α

3
1 b= b

3 Α1且B
3

b= 0.

若 C
3
1 = C 1, 则具有 (9) 形式的矩阵必为自共轭阵. 易验知, 具有 (9) 形式的矩阵必为 (1) 的

解, 从而为 IPS 的解.

反之, 设A ∈S C n (K )是 IPS 的任一解, 则由引理1知, A 可表成 (8)的形式, 即

A = P
3 C 1 X 12

C 2 X 22
P ∈S C n (K ).

从而, C
3
1 = C 1, X 12= C

3
2 , X 22∈S C n- m (K ). 即A 可表成 (9)的形式. □

仿上可得 IPS 关于反自共轭解的结论.

定理4　 IPS 有反自共轭解的充要条件是 Α
3
1 b= - b

3 Α1且B
3

b= 0. 有此种解时, 其解集为

P 3 C 1 - C
3
2

C 2 D
P D ∈S S n- m (K ) .

以下恒令 K = 8. 下面考虑 IPS 的亚 (半)正定解.
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定义2　设A ∈8 n×n
, 若对任意的0≠x ∈8 n

, 有R e[x
3

A x ]≥0 (> 0) , 则称A 为 n 阶亚半

正定 (亚正定)的.

用 S P
3
n (P

3
n )表示全体 n 阶亚半正定 (亚正定)矩阵.

任意的A ∈8 n×n可唯一地表为

A = H (A ) + S (A ) ,

其中, H (A ) =
1
2

(A + A
3 )∈S C n (8 ) , S (A ) =

1
2

(A - A
3 )∈S S n (8 ). 易证得下面的

引理2　 ( i) A ∈S P
3
n Ζ H (A ) ∈S P n; 　 ( ii) A ∈S P

3
n Ζ P

3
A P ∈S P

3
n (P ∈GL n (8 ) ) ; 　

( iii) A ∈S P
3
n , P ∈8 n×m

, 则 P
3

A P ∈S P
3
m .

引理3
[ 10 ]　设A =

A 11 A 12

A 21 A 22

∈8 n×n
, 其中A ii∈8 n i×n i (n1+ n2= n) , 则A ∈S P

3
n 的充要条

件是 rank [A 11+ A
3
11 ]= rank [A 11+ A

3
11,A 12+ A

3
21 ]且A 11与A 22- U

3
A 11U 是亚半正定的, 其中U

是矩阵方程 (A 11+ A
3
11)X = A 12+ A

3
21关于X 的解.

定理5　 IPS 有亚正定解的充要条件是B
3

b= 0且 Α3
1 b 为亚半正定的. 有此种解时, 其解集

为

P 3 C 1 - C
3
2 + (C 1 + C

3
1 )U

C 2 D + U 3 C 1U
P D ∈ S P

3
n- m ,U ∈ 8 (n- m )×m . (10)

　　证明　设A ∈S P
3
n 为 IPS 的解, 则

A [B , Α1 ]= [0, b ],

且由引理2知, [B , Α1 ]3 [0, b ]= [B , Α1 ]3
A [B , Α1 ]∈S P

3
m . 即

0 B 3 b

0 Α3
1 b

∈S P
3
m .

由引理3知,B
3

b= 0且 Α3
1 b 为亚半正定的. 由引理1知,A 具有 (8)的形式. 由引理2,

C 1 X 12

C 2 X 22

∈S P
3
n .

由引理3, 矩阵方程 (C 1+ C
3
1 )X = X 12+ C

3
2 关于 X 有解, 且 C 1与 X 22- U

3
C 1U =

△

D 均为亚半正

定阵, 其中U 为上述矩阵方程的任一解. 从而,

X 12= - C
3
2 + (C 1+ C

3
1 )U , X 22= D + U

3
C 1U.

故A 可表成 (10)的形式.

反之, 若B
3

b= 0, Α3
1 b 亚半正定, 则[B , Α1 ]3 [0, b ]∈S P

3
m . 从而由 (7) 式知, C 1∈S P

3
m . 由引

理3及引理2知, 具有 (10)形式的矩阵必为亚半正定阵. 易验知, 具有 (10) 形式的A 必为 IPS 的

解. □

易知, IPS 有亚正定解的必要条件为B = 0, b≠0. 此时解 IPS 相当于解未知阵为A 的矩阵

方程A Α1= b. 对于 Α1, 有 P ∈GL n (8 ) , 使

P Α1=

1

0

�
0

.
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令 P
- 3

b=
c

C 2

, 则 c= Α3
1 b. 仿定理5立得

定理6　 IPS 有亚正定解当且仅当B = 0, 且 Α3
1 b 为亚正定. 有此种解时, 其解集为

P 3 c - C
3
2 + 2R e[c ]U

C 2 D + U 3 cU
P D ∈P

3
n- 1,U ∈8 n- 1

.
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An Inverse Problem of a System of R ight L inear Equation s
over Skew F ields

W ang Q ingw en
(D ep t. of M ath. , Changw ei T eachers′Co llege, W eifang 261043)

L in Chuny an
(D ep t. of Basic Sciences, Shandong F inance Co llege, J inan 250014)

Abstract

In th is paper, w e genera lize and im p rove the inverse p rob lem of a system of linear rea l e2
quat ion s, so lve the m o re genera l inverse of a system of linear righ t equat ion s over skew

fields. N ecessary and sufficien t condit ion s fo r the ex istence of and the exp ression s fo r

( skew ) self2con juga te so lu t ion s and m etapo sit ive ( sem i) defin ite so lu t ion s of the p resen t

p rob lem are ob ta ined.

Keywords 　 skew field, the rea l qua tern ion field, inverse p rob lem of linear equat ion s,

(skew ) self2con juga te m atrix, m etapo sit ive (sem i) defin ite m atrix.
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