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Banach 压缩映象原理与空间完备性
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摘 　要　本文进一步揭示了Banach 压缩映象原理与完备性的关系, 指出: 一般地,

Banach 压缩映象原理等价于道路完备性, 在一定条件下才等价于完备性, 进一步给出了这一

等价性成立的充要条件.

关键词　Banach 压缩原理, 完备性, 道路完备性.

分类号　AM S (1991) 47H 10, 54H 25öCCL O 177. 91

1974年 Ekeland
[ 1 ]所提出的 Ekeland 变分原理与1976年Carist i

[ 2 ]所提出的Carist i 不动点

定理从形式上看并无多大关系, 但它们彼此等价. 进一步的研究指出它们都等价于度量空间的

完备性 (参见[3 ], [ 4 ], [ 5 ], [ 6 ]).

1983年Bo rw ein
[ 7 ]中进一步指出: 具有L ip sch itz 连通性的空间, Banach 压缩映象原理与

空间的完备性等价, 同时Bo rw ein
[ 7 ]用一反例指出在一般度量空间这一结论并不成立. 于是,

如下问题仍未解决: (1) 在一般度量空间Banach 压缩映象原理与完备性究竟有何关系? (2)

Banach 压缩映象原理与空间完备性等价的条件是什么?

本文对上述问题作了进一步研究, 指出: i)Banach 压缩映象原理成立只能保证道路完备

性. ii)压缩映象原理与完备性等价的条件是道路完备性与完备性等价.

定义1　设 (X , d )为度量空间, 称连续映象 g : (0, 1 ] X 为 X 上一半开道路, 若对Π Ε> 0,

ϖ ∆> 0, 使当0< t′, t″< ∆时, 有 d (g ( t′) , g ( t″) ) < Ε(即当 t 0时, g ( t)极限存在).

定义2　设 (X , d )为度量空间, 称 X 为道路完备, 若 X 上每一半开道路 g , 当 s 0时, g (s)

收敛到 X 中一点.

注1　易证若 X 完备, 则X 道路完备.

注2　一般度量空间, 即使是道路连通的, 道路完备性一般也不一定等价于完备性, 下例即

可说明这一点.

例1　平面R
2的子空间 Y 定义如下:

Y = { (x , y )∈R
2ûy = sin

1
x

, x ∈ (0, 1 ]}.

易知 Y 道路完备, 但不是完备的.

引理1[ 8 ]　设 (X , d )为一度量空间, T : X  X 连续, 且满足

1)　对每一 x ∈X , T
n (x )  x

3 (x
3 为 T 的不动点) ;
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2)　在 x
3 的某一邻域内 T

n (x )  x
3 是一致的,

则在X 上存在等价度量 d
3 使得 T 关于 d

3 是X 上的Banach 压缩映象.

定理1　设X 为度量空间, 若对X 的任意等价度量 d , X 上的Banach 压缩映象有不动点,

即Banach 压缩映象原理成立, 则 X 为道路完备.

证明　设X{ 为 X 之等距完备化空间, 任取X 上一半开道路 g : (0, 1 ] X , 当 s 0时, g (s)

在X{ 中收敛, 设 g (s)  xθ∈X{ , 记 g (0) = xθ.

由于当 s 0时, g (s)  xθ= g (0) , 于是对任给一列{Εk }∞
k= 1, 1= Ε0> Ε1> . . . > Εk > . . . 且 Εk 

0 (当 k ∞时) , 存在{∆k }∞k= 1, 满足 ∆k+ 1< ∆k , 使当0≤t′, t″≤∆k 时, 有

d (g ( t′) , g ( t″) ) < Εk. (1)

记 dθ (x , y ) =
d (x , y )

1+ d (x , y ) , 作 h: X  R , T : X U {xθ} X U {xθ}}如下:

　h (x ) =
∆k+ 1

2k+ 1õ
dθ (x , xθ) - Εk- 1

Εk - Εk- 1
+

∆k

2kõ
Εk - dθ (x , xθ)

Εk - Εk- 1
, 当 Εk < dθ (x , xθ)≤Εk- 1, k= 1, 2, ⋯.

T (x ) = g (h (x ) ) , Π x ∈X .

下验证 T : X U {xθ} X U {xθ}满足引理1全部条件. 由 T 的定义, 易验证 T : X  X 连续且 T xθ=

xθ.

另外, 对任给的 x ∈X , 由

　　ûh (x ) - 0û= û ∆k+ 1

2k+ 1õ
dθ (x , xθ) - Εk- 1

Εk - Εk - 1
+

Εk

2kõ
Εk - dθ (x , xθ)

Εk - Εk- 1
û≤∆k+ 1

2k+ 1 +
∆k

2k < ∆k ,

于是由 (1)式, 得

d (T x , xθ) = d (g (h (x ) ) , g (0) ) < Εk.

另由 dθ (x , y )≤d (x , y ) , 不妨设 Εk′+ 1< dθ (T x , xθ)≤Εk′, 其中 k′≤k , 因此

　　　ûh (T x ) - 0û= û ∆k′+ 2

2k′+ 2õ
dθ (T x , xθ) - Εk′

Εk′+ 1- Εk′
+

Εk′+ 1

2k′+ 1õ
Εk′+ 1- dθ (T x , xθ)

Εk′+ 1- Εk′
ûø=≤

∆k′+ 2

2k′+ 2 +
∆k′+ 1

2k′+ 1 < ∆k′+ 1≤∆k+ 1.

再由 (1)式, 得 d (T
2
x , xθ) = d (g (h (T x ) ) , g (0) ) < Εk+ 1. 一直下去, 可证明

d (T nx , xθ) < Εk+ (n- 1) ≤ Εn. (2)

由 (2)式, 当 n ∞时, T
n
x 一致收敛到 xθ, 从而引理1之全部条件满足.

由引理1, 对于 T : X ∪{xθ} X ∪{xθ}, 存在一等价度量 d
3 , 使得 T 关于 d

3 为Banach 压缩

映象, 由 T : X  X 及定理1之已知条件, T 在X 上有不动点, 因此 xθ∈X , 故 X 道路完备, 定理1

证毕.

由定理1,Banach 压缩映象原理成立虽不一定能保证完备性, 却能保证道路完备性.

定理2　设 (X , d ) 为道路连通的度量空间, 若 X 道路完备, 则Banach 压缩映象在 X 上必

有不动点.

证明　设 T : X  X 为压缩映象, 任取 x 0∈X , 可得点列{T
n
x 0}, 易知{T

n
x

0}为Cauchy 列,

再由X 之道路连通性, 对每一 k 有道路 g k 连接 T kx 0与 T k+ 1x 0, 作映象 g : (0, 1 ] X 如下:

g (s) = g k (2k+ 1s- 1) , 当 1
2k+ 1 < s≤

1
2k , k = 0, 1, 2, ⋯.

由{T
n
x 0}为柯西列及 g (s)之作法可证明 g 为一半开道路. 于是由道路完备性, 当 s 0时, 必有

g (s)  x
3 ∈X , 不难证明 x

3 即为 T 之不动点. 定理证毕.

定理2可视为Banach 压缩映象原理的推广, 这一结果将完备性的要求削弱为道路完备.
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综合定理1与定理2, 可得如下结果.

定理3　设 (X , d )为道路连通的度量空间, 则下列结论等价:

i)　X 道路完备.

ii)　对任一等价度量 d , X 上Banach 压缩映象有唯一不动点, 即Banach 压缩原理成立.

定理3揭示了Banach 压缩映象原理与完备性的关系, 即: 一般地, Banach 压缩原理等价于

道路完备性, 而不一定等价于完备性.

定理4　设X 为道路连通度量空间, 则Banach 压缩原理与完备性等价的充要条件是道路

完备性等价于完备性.
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Banach Con traction Pr inc iple and Com pleteness
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Abstract

In th is paper, a new resu lt fo r com p leteness and Banach con tract ion p rincip le is ob2
ta ined. W e p rove tha t Banach con tract ion p rincip le is equ iva len t to the pa th com p leteness,

and w e also g ive a necessary and sufficien t condit ion w h ich graran tees the equ iva lence of

com p leteness and Banach con tract ion p rincip le.

Keywords　Banach con tract ion p rincip le, com p leteness, pa t t com p leteness.
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