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关于整函数在复合意义之下的因子分解
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如存在亚纯函数 f 与 g , 使亚纯函数 F = f . g , 则称 F 具有左因子 f 和右因子 g , f . g 为

F 的一个分解. 如在 F 的任意分解中, 当其左 (右) 因子不是分式线性变换时, 其右 (左) 因子必

为分式线性变换, 则称 F 为右 (左)素的. 如 F 既为左素, 又为右素, 则称 F 为素的.

1977年H. U rabe 与C. C. Yang
[ 1 ]证明了:

定理A 　设 cj (1≤j≤m )与 Αj (1≤j≤m )为两组非零有穷复数,m ≥2. 若

( i) 　当m = 2时,
Α1

Α2
² R, 当m ≥3时, 对任意判别的 j , k , l (1≤ j , k , l≤m ) 都有

Αj

Αk
² R,

Αj - Αl

Αk - Αl
² R;

( ii)　ϖ Η0∈[0, 2Π) , 使 Αj∈{z : R e (e
iΗ
z )≥0} ( j = 1, 2, ⋯,m ).

则 F (z ) = ∑
m

j = 1
cje

Αj z
及其各阶导数均为素的.

本文将定理A 改进为:

定理1　设 cj (z ) ( j = 1, ⋯,m + 1)为一组多项式, 前m (≥2) 个均不蜕化为零, Αj ( j = 1, ⋯,

m )为一组复数, 满足定理A 中条件 ( i)及 ( ii) , 置 F (z ) = ∑
m

j = 1
cj (z ) e

Αj z
+ cm + 1 (z ) , 则 F

(n) (z ) (n

= 0, ±1, ±2, ⋯)都为素的.

推论　若 p (z )是次数为奇数的多项式, Χ及 b 为复常数, 则 co sz e
Χz + b

+ p (z )是素的.

以上推论说明[2 ]中的一个预测是正确的.

为了证明这个定理, 应用与[1 ]中类似的方法, 我们建立了下述两个引理:

引理1　设Q 1 (z ) 与Q 2 (z ) 为不蜕化为零的有理函数, Α, Β, a 及 b 为非零有穷复数, {z n}为

无界数列, 若lim
n→∞

Q 1 (z n) e
Αz n = a , lim

n→∞
Q 2 (z n) e

Βz n = b, 则 Β
Α∈R.

引理2　设 cj (z ) ( j = 1, ⋯, m + 1) 如定理1所述, Αj ( j = 1, ⋯, m ) 为m 个判别有穷复数,

F (z ) = ∑
m

j = 1
cj (z ) e

Αj z
+ cm + 1 (z ) (m ≥ 2) , 则以下两种情况至少有一种发生:

(1)　对Π a∈C , 方程组 F (z ) = a 与 F′(z ) = 0均至多只有有穷个解;
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(2)　存在判别的 j , k , l (1≤j , k , l≤m )使
Αj

Αk
∈R 或者

Αj - Αl

Αk - Αl
∈R.

利用引理2, 与定理A 的证明类似, 即可证明定理1.

在本文中, 还得到如下结果:

定理2　f (z ) = co s z e
co s z + z

与 g (z ) = co s z e
co s z - z

都是素的.

要证定理2, 主要依据以下几条引理:

引理3
[ 3 ]　设 f (z ) 为整函数, 若无界数列{an}使∪

∞

n= 1
{z : f (z ) = an}位于一条直线上, 则f (z )

只能为多项式且其次数不超过2.

引理4
[ 4 ]　设 F 为非周期整函数, 则 F 为素的当且仅当 F 为 E 2素 (这里 E 2素是指将因子

限制在整函数范围内时, 函数为素的).

由零分布状况不难看出, 定理2中的 f , g 及 f g 均为非周期的. f 与 g 为素的, 但 f g 不为

素的, 从而也说明[5 ]中一个预测的回答为否定的.
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