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摘　要　本文在连续函数空间内按两种范数‖·‖M (O rlicz 范数)和‖·‖ (M )

(L uxem burg范数分别解决了 T. J. R ivlin的一个问题.
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1　引言和主要结果

1968年,在上沃尔法赫 (O berw o lfach)举行的逼近论会议上, T. J. R ivlin 提出了下面的问

题[ 1 ]
:

对于一组 n 个代数多项式{p 0, p 1,⋯, p n- 1} (其中 degp k = k , k = 0, 1,⋯, n - 1) ,如果存在

函数 f ∈C [ - 1, 1 ],使得 f 的 k 次最佳一致逼近代数多项式是 p k (k = 0, 1,⋯, n - 1) ,则这一

组 n 个代数多项式{p 0, p 1,⋯, p n- 1}具有什么特征?

很多学者研究过这一问题 (如 [ 2 ], [ 3 ]等). 本文在连续函数空间内关于O rlicz 范数和

L uxem bu rg范数研究这一问题. 以下均用M (u )和N (v )表示互余的N 函数,L
3
M 表示由N 函

数M (u )生成的O rlicz空间,‖·‖M 和‖·‖ (M )分别表示L
3
M 空间上的O rlicz范数和L ux2

em bu rg 范数[ 4 ].

定理 1　设M (u )是满足 ∃2 条件的N 函数,M (u )的右导数 p (u )连续,对于一组 n 个代数

多项式{p 0, p 1,⋯, p n- 1} (其中 degp k = k , k = 0, 1,⋯, n- 1) ,如果存在 f ∈C [ - 1, 1 ],使得 f 关

于范数‖·‖M 的 k 次最佳逼近代数多项式是 p k (k = 0, 1,⋯, n - 1)且对某一对 i, j (0≤i< j

≤n - 1) ,如果存在 Κ> 0,使得∫
1

- 1
N [p (Κû f (x ) - p r (x ) û ) ]d x = 1 ( r= i, j ) ,则 j 次多项式 p

3

= p j - p i在[ - 1, 1 ]上至少 i次改变符号.

定理 2　在定理 1的条件下,如果存在 f ∈C [ - 1, 1 ],使得 f 关于范数‖·‖ (M )的 k 次最

佳逼近代数多项式是 p k (k= 0, 1,⋯, n- 1)且对某一对 i, j (0≤i< j≤n- 1) ,如果‖f - p i‖ (M )

= ‖f - p j‖ (M ) ,则 j 次多项式 p
3 = p j - p i 在[ - 1, 1 ]上至少 i次改变符号.

下面的定理 3说明,在一般情况下,该条件不是充分的.

定理 3　由N 函数M (u ) =
1
2 u

2 生成的O rlicz空间L
3
M 具有下列性质: 设 p i 和 p j 是 i次
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和 j 次的代数多项式 ( i< j ) ,则存在 f ∈C [ - 1, 1 ],使得 f 关于范数‖·‖M (或‖·‖ (M ) )

的 i 次和 j 次最佳逼近代数多项式分别是 p i 和 p j 当且仅当 p j 关于范数‖·‖M (或‖·

‖ (M ) )的 i次最佳逼近代数多项式是 p i.

2　定理的证明

定理 1的证明　用反证法,假设定理的条件被满足,但 j 次多项式 p
3 = p j - p i 在[ - 1, 1 ]

上至多 i- 1次改变符号. 则由条件并利用[ 5 ]中的推论 1. 3知,对于次数不超过 r的任意多项

式Q r (x ) ,有

∫
1

- 1
Q r (x ) p (Κû f (x ) - p r (x ) û ) sgn (f (x ) - p r (x ) ) d x = 0 (r = i, j ) , (1)

其中 Κ> 0满足∫
1

- 1
N [p (Κû f (x ) - p r (x ) û ) ]d x = 1 (r= i, j ). 令

Z + (g ) = {x ∈ [ - 1, 1 ]: g (x ) > 0};

Z (g ) = {x ∈ [ - 1, 1 ]: g (x ) = 0};

Z - (g ) = {x ∈ [ - 1, 1 ]: g (x ) < 0}.

则由 (1)得

　　　∫Z + (f - p r
)
Q r (x ) p (Κû f (x ) - p r (x ) û ) d x

　=∫Z - (f - p r
)
Q r (x ) p (Κû f (x ) - p r (x ) û ) d x　 (r= i, j ). (2)

由假设可推出一定存在 i 次多项式Q (x ) , 使得对任意 x∈ [ - 1, 1 ]ø Z (p
3 ) , 有 sgnQ (x ) =

sgnp
3 (x ). 记

Z + (f - p i)∩Z + (f - p j ) = {Z + (f - p i)∩Z + (f - p j )∩Z + (p
3 ) }∪{Z + (f - p i)

　∩Z + (f - p j )∩Z - (p
3 ) }∪{Z + (f - p i)

　∩Z + (f - p j )∩Z (p
3 ) }

= Z 1∪Z 2∪Z 3.

对于 x∈Z 1 (或 Z 2) ,显然有

Q (x ) P (Κû f (x ) - p i (x ) û )≥Q (x ) p (Κû f (x ) - p j (x ) û ).

另外,当 x∈Z 3 时,上式显然成为等式,由此可见

∫Z + (f - p i
)∩Z + (f - p j

)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p i (x ) û ) d x

　≥∫Z + (f - p i
)∩Z + (f - p j

)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p j (x ) û ) d x. (3)

与上述情形类似,容易验证

∫Z + (f - p i
)∩Z (f - p j

)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p i (x ) û ) d x ≥ 0, (4)

∫Z (f - p i
)∩Z + (f - p j

)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p j (x ) û ) d x ≤ 0. (5)

记
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A r =∫Z + (f - p i
)∩Z - (f - p j

)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p r (x ) û ) d x ,

B r = -∫Z - (f - p i
)∩Z + (f - p j

)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p r (x ) û ) d x ,

则A r≥0,B r≥0 (r= i, j ). 另外,由 (3) , (4) , (5)可推出

　　　∫Z + (f - p i
)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p i (x ) û ) d x

　=∫Z + (f - p i
)∩Z + (f - p j

)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p i (x ) û ) d x

　　+∫Z + (f - p i
)∩Z - (f - p j

)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p i (x ) û ) d x

　　+∫Z + (f - p i
)∩Z (f - p j

)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p i (x ) û ) d x

　≥∫Z + (f - p i
)∩Z + (f - p j

)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p j (x ) û ) d x + A i

　=∫Z + (f - p j
)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p j (x ) û ) d x

　　-∫Z - (f - p i
)∩Z + (f - p j

)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p j (x ) û ) d x

　　-∫Z (f - p i
)∩Z + (f - p j

)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p j (x ) û ) d x + A i

　≥∫Z + (f - p j
)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p j (x ) û ) d x + A i+ B j. (6)

同理可证

∫Z - (f - p j
)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p j (x ) û ) d x

　≥∫Z - (f - p j
)
Q (x ) p (Κû f (x ) - p i (x ) û ) d x + B i + A j. (7)

由 (2) , (6) , (7)易知A i+ A j + B i+ B j≤0,即A r= B r= 0 (r= i, j ) ,故

Z + (f - p i)∩Z - (f - p j ) = Z - (f - p i)∩Z + (f - p j ) = Á .

由此可见,对任意 x∈[ - 1, 1 ],应有 f (x )≥m ax{p i (x ) , p j (x ) }或 f (x )≤m in{p i (x ) , p j (x ) }.

下面假定 Z (p
3 )∩ (- 1, 1) = {x 1, x 2, ⋯, x s}, - 1= x 0 < x 1 < ⋯< x s < x s+ 1 = 1, 则由上看出

f (x ) - p j (x )在每一区间[x k , x k+ 1 ] (k = 0, 1,⋯, s)上不改变符号,故 f (x ) - p j (x )至多 s次改

变符号,而显然有 s< j ,这与[6 ]中的定理 4矛盾. 定理 1得证.

定理 2的证明类似于定理 1的证明 (略).

定理 3的证明　充分性是显然的,只要取 f = p j 即可. 下面证明必要性,只证范数‖·‖M

的情形,范数‖·‖ (M )的情形同样可证. 由于 p (u ) = u ,故由条件及[ 5 ]中的推论 1. 3知,对于

次数不超过 r (r= i, j )的任意多项式Q r (x ) ,有

∫
1

- 1
Q r (x ) Κrû f (x ) - p r (x ) û sgn (f (x ) - p r (x ) ) d x = 0 (r = i, j ) , (8)

此处 Κr> 0满足 Κ
2
r = 2ö∫

1

- 1
(f (x ) - p r (x ) ) 2

d x. 故由 (8)知
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∫
1

- 1
Q r (x ) (f (x ) - p r (x ) ) d x = 0 (r = i, j ). (9)

因 (9)中的Q r (x )是次数不超过 r的任意多项式,所以容易推出

∫
1

- 1
Q i (x ) (p j (x ) - p i (x ) ) d x = 0,

从而,对于满足∫
1

- 1
N [p (Κûp j (x ) - p i (x ) û ) ]d x = 1的 Κ,必有

∫
1

- 1
Q i (x ) Κûp j (x ) - p i (x ) û sgn (p j (x ) - p i (x ) ) d x = 0,

故由[5 ]中的推论 1. 3知, p i是 p j 的关于范数‖·‖M 的 i次最佳逼近多项式.
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Abstract

In th is paper, w e so lve the p rob lem of T. J. R ivlin w ith respect to tw o k ind of no rm s

‖õ‖M (O rlicz no rm ) and ‖õ‖ (M ) (L uxem bu rg no rm ) in the con t inuou s funct ion space.
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