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关于紧邻域扩充性质的等价条件及其应用
Ξ

王　延　庚
(西北大学数学系, 西安710069)

摘　要　本文刻画了紧邻域扩充性质的等价条件, 由此条件得到如果 X 是具有紧邻

域扩充性质的可度量化的拓扑空间, 则F k (X ) = {A < X : ûA û≤k}也具有紧邻域扩充性质, 此

处F k (X )上的拓扑是由H ausdo rff 度量所诱导出的拓扑.
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1　定义及刻画定理

本文除特别强调外, 空间均为可分度量空间, 映射均为连续映射, 凡未给出的定义和概念

均以[1 ]和[5 ]中的为准.

设 X 是一个拓扑空间, 如果对任意空间 Y 及 Y 中任意紧子集A , 任意映射 f : A →X 都可

以扩充到A 的某邻域上, 则称 X 具有紧邻域扩充性质. 如果上述定义中的 f 可以扩充到 Y

上, 则称X 具有紧扩充性质. 关于紧扩充性质和紧邻域扩充性质的有关性质见[6 ]和[7 ].

如果空间 X 是绝对邻域收缩核, 则 X 具有紧邻域扩充性质. 反之, 一般情况下是不成立

的[ 4 ]
. 一个 Ρ紧的具有紧扩充性质的空间是否为绝对邻域收缩核一直是无限维拓扑学中的公

开问题. 因此给出紧扩充及紧邻域扩充性质的各种等价条件就显得很有必要.

本文所需的术语如下: 设U 是空间X 的集族,m esh (U ) = sup
U ∈U

diamU , N (U ) 表示U 的

神经, 它上边的拓扑是W h itehead 拓扑[ 1, 5 ]
. 设{U n}

∞
n= 1 是X 的开覆盖列, 如果lim

n→∞
m esh (U n) =

0, 则称{U n}
∞
n= 1 是X 的趋近于零的开覆盖列. 记U = ∪

∞

n= 1U n , K ; {U n}
∞
n= 1 表示K 是N (U )

的子复形, 且满足Π Ρ∈K , 都存在自然数 n , 使得 Ρ∈N (U n ∪U n+ 1). K
0 表示K 的顶点集.

设A 是X 的子集, f : K
0 →A , 如果 ΠU ∈ K 0, f (U ) ∈U ∩A , 则称 f 是一个选择.

刻画定理　 设 (X , d ) 是度量空间, 则下列条件等价:

1〉　X 具有紧邻域扩充性质;

2〉　对 X 中任意紧子集A , 存在 X 的趋近于零的开覆盖列{U n}
∞
n= 1, 使得对任意 K ;

{U n}
∞
n= 1, 及任意选择 f : K 0 →A , 都存在 f 的扩充 g : K →X 满足条件: Π Ε> 0, ϖ n0 ∈N , 当

n (Ρ) = sup {n: Ρ∈ N (U n ∪ U n+ 1) } > n0 时, 有 diam g (Ρ) < Ε;
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3〉　对 X 中任意紧子集A , 存在 X 的趋近于零的开覆盖列{U n}
∞
n= 1, 使得对任意 K ;

{U n}
∞
n= 1, 及任意选择 f : K 0 →A , 都存在映射 g : K →X 满足条件: Π Ε> 0, ϖ n0 ∈N , 当 n (Ρ)

> n0 时, 有 ∆(Ρ) = sup {d (g (x ) , f (U ) ) : x ∈ Ρ,U ∈ Ρ0} < Ε.

二 　 刻画定理的证明

引理 1　设A 是X 中的闭子集, V 是X 的开覆盖,W 是A 的开覆盖, 且W 加细

V ∩A = {V ∩A : V ∈ V}.

则对任意 Ε> 0, 存在X 的开覆盖 U , 满足如下条件:

1〉　m esh (U ) < Ε;
2〉　U 是 V 的加细, 且 U ∩A 是W 的加细;

3〉　如果{U 1, ⋯,U p } < U , 满足条件 ∩
p

i= 1
U i ≠ Á 且对任意 i ≤ p , 有U i ∩A ≠ Á , 则

A ∩ (∩
p

i= 1
U i) ≠ Á .

证明　取W 的开加细 U′, 使得m esh (U′) < Εö4. 对U ′∈U′, 取V ∈V, 使得U ′<
V . 记Ex tU ′= {x ∈X : d (x ,U ′) < d (x ,A øU ′) }, Υ(U ′) = {x ∈V ∩Ex tU ′: d (x ,U ′) < Εö4}.

对 x ∈X øA , 取 x 的开邻域U x 满足条件: U x ∩A = Á , d iamU x < Εö2, 且U x 含在V 的某个

元素之中. 定义 U = {U x: x ∈X øA } ∪ {Υ(U ′) : U ′∈ U′}, 则 U 满足引理 1 所需的条件.

引理 2　设A 是空间 (Y , Θ) 中的闭子集, {U n}
∞
n= 1 是子空间A 的开覆盖列, 则存在A 在 Y

中的开邻域序列{W n}
∞
n= 1 和W 1øA 的局部有限的开覆盖 V, 满足下列条件:

1〉　Θ(x ,A ) < 1ön , Π x ∈W n;

2〉　W{ n+ 1 < W n;

3〉　 如果V ∈V,V ∩W{ n ≠ Á , 则V < W n- 1, 且存在 Υ(V ) ∈U n , 使得V < Ex tΥ(V ) ,

同时对V 中任意一点 x , 都存在 y ∈ Υ(V ) , 使得 Θ(x , y ) < 2Θ(x ,A ) ;

4〉　A 的边界点的每个邻域含有无限个 V 中的元素;

5〉　Θ(A ,V ) > 0, ΠV ∈ V;

6〉　Π a ∈A , 及 a 在 Y 中的邻域W , 都存在 a 在 Y 中的邻域U , 使得对V中的元素V , 如

果V ∩U ≠ Á , 则V < W .

证明　可由[1 ] 中第四章的引理 4. 2, 4. 3, 4. 4 和 4. 5 推出.

刻画定理的证明:

1〉] 2〉的证明: 令 j : A →Q 是嵌入映射, 此处Q 表示H ilbert 方体[0, 1 ]∞. 由于X 具有紧

邻域扩充性质, 故存在 j (A ) 的开邻域V , 及映射§: V →X , 满足条件§ ü j = id.

将归纳的定义X 的开覆盖列{U n}
∞
n= 0, 使其满足如下条件:

1〉n　m esh (U n) < 2
- n

;

2〉n　U n 是 U n- 1 的加细;

3〉n　如果{U 1, ⋯,U p } < U n , 满足①∩
p

j = 1
U i ≠Á , ②Π i≤p ,U i ∩A ≠Á , 则A ∩ (∩

p

i= 1
U i)

≠ Á ;
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4〉n　存在 §- 1 (U n- 1) 的开加细W n , 此处W n 是由线性凸集构成, 使得 U n ∩A 是

j - 1 (W n) 的重心加细.

令 U 0 是X 的一个开覆盖,m esh (U 0) < 1, 且满足归纳条件 3〉. 假设 U n- 1 已定义, 由于

§- 1 (U n- 1) 是V 的开覆盖, 故存在§- 1 (U n- 1) 开加细W n , 此处W n 是由Q 中的线性凸子集

构成. 令W
3
n 是W n 的重心加细, 则 j - 1 (W

3
n ) 是A 的开覆盖且加细U n- 1 ∩A . 由引理 1 知存

在X 的开覆盖 U n , 满足如下条件:

1〉　m esh (U n) < 2
- n

;

2〉　U n 是 U n- 1 的加细, U n ∩A 是 j - 1 (W
3
n ) 的加细;

3〉　如果{U 1, ⋯,U p } < U n , 且满足∩
p

i= 1
U i ≠ Á 和 Π i ≤ p ,U i ∩A ≠ Á , 则A ∩ (∩

p

i= 1
U i)

≠ Á . 由 2〉知 U n ∩A 是 j - 1 (W n) 的重心加细. 如此构造的 U n 满足所有的归纳条件.

可以验证{U n}
∞
n= 1 满足刻画定理中 2〉所需的全部条件.

2〉] 3〉是显然成立的.

3〉] 1〉的证明: 设A 是空间 (Y , Θ) 的紧子集, f : A →X 是连续映射. 由于 f (A ) 是X 的紧

子集, 因此由 3〉知存在X 的趋近于零的开覆盖列{U n}
∞
n= 1 满足 3〉中所给的条件. 由引理 2 知

对A 的开覆盖列{f - 1 (U n) }
∞
n= 1, 存在A 的开邻域列{W n}

∞
n= 1 及W 1øA 的局部有限开覆盖V满

足引理 2 所述的条件.

为完成 3〉] 1〉的证明, 需证明 f 可以扩充到W 1 上. 由于存在标准映射 c:W 1 →W
3
1 = A

∪ N (V) , 这里 cûA = id ,W
3
1 上的拓扑定义见[1 ] 或[2 ], 因此只要证明 f 可以扩充到W

3
1 上

就可以了.

ΠV ∈V, 固定一点 x V ∈V , 定义 n (V ) = sup {n: V ∩W{ n ≠ Á }. 由引理 2 的条件知存在

Υ(V ) ∈ f - 1 (Vn (V ) ) , 及 aV ∈ Υ(V ) , 使得V < Ex tΥ(V ) , d (x V , aV ) < 2d (x V ,A ). 由于 Υ(V ) ∈

f - 1 (U n (V ) ) , 故存在一个U (V ) ∈ U n (V ) , 使得 Υ(V ) = f - 1 (U (V ) ).

定义 K 0 = {U (V ) : V ∈V}, Ρ = 〈U (V 1) , ⋯U (V p )〉∈ K 当且仅当∩
p

i= 1
V i ≠ Á . 下边将说

明 K ; {U n}
∞
n= 1. 对任意 Ρ = 〈U (V 1) , ⋯,U (V p )〉∈ K , 由 K 的定义知存在一点 x ∈∩

p

i= 1
V i, 记

n (x ) = sup {n: x ∈W{ n}, 从而Π i≤p , n (x ) ≤n (V i) ≤n (x ) + 1, 因此{U (V i) : 1≤p ) < U n (x )

∪ U n (x ) + 1. 此外, 因为V i < Ex tΥ(V i) , 由∩
p

i= 1
V i ≠ Á 知∩

p

i= 1
Ex tΥ(V i) ≠ Á . 从而∩

p

i= 1
Υ(V i) ≠ Á ,

更有 ∩
p

i= 1
U (V i) ≠ Á , 因此 K ; {U n}

∞
n= 1. 需要注意的是当V 1,V 2 ∈ V, 而V 1 ≠V 2 时, 有可能

U (V 1) = U (V 2).

设 U ∈ K 0, 记L (U ) = {V ∈ V: U (V ) = U }. 因为对任意V ∈L (U ) , n (V ) ≤ k (U ) =

sup {n: U ∈ U n} < ∞, 故可定义m (L (U ) ) = sup {n (V ) : V ∈L (U ) }. 取V ∈L (U ) , 且满足

n (V ) = m (L (U ) ). 定义 h (U ) = f (aV ) , 则 h: K 0 → f (A ) 是一个选择. 据刻画定理中的 3〉, 知

存在映射 g : K →X 满足条件: Π Ε> 0, ϖ n0 ∈N , 当 Ρ∈K 且∩ (Ρ) = sup {n: Ρ∈N (U n ∪

U n+ 1) } ≥ n0 时, 有 ∆(Ρ) = sup {d (g (x ) , h (U ) ) : x ∈ Ρ,U ∈0} < Ε.
记U 3 : N (V) →K 是由映射U : N 0 (V) →K 0 所诱导的映射, 定义F :W

3
1 = A ∪N (V)

→X 如下:
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F (x ) =
f (x ) , 　　 x ∈A

g üU 3 (x ) , x ∈ N (V)

可以验证 F 是 f 在W
3
1 上的连续扩充.

三 　 刻画定理的应用

设 X 是度量空间, d 是 X 上的度量, 记 2X = {A < X : A 是紧子集}, Θ表示 2X 上的

H au sdo rff 度量, 即对 2
X 中的A 和B , Θ(A ,B ) = m ax{m ax

a∈A
d (a ,B ) ,m ax

b∈B
d (b,A ) }. Π k ∈N , 定

义F k (X ) = {A ∈ 2
X
: ûA û ≤ k}, F ∞ (X ) = ∪

k∈N F k (X ). N guyen To N hu 在[3 ] 中证明了 Π k

∈N ∪ {∞}, 函子F k 将绝对邻域收缩核映成绝对邻域收缩核. 本文将证明F k 将具有紧邻域

扩充性质的空间映成具有紧邻域扩充性质的空间, 即

定理 3　如果X 具有紧邻域扩充性质, 则对任意 k ∈N ∪ {∞}, F k (X ) 也具有紧邻域扩

充性质.

证明　就 k 为有限的情况下对定理进行证明, k 为无限时, 证明方法类似.

设A 是F k (X ) 中的紧子集. 通过简单验证知∪A 是X 中的紧子集. 正如证明刻画定理

1〉] 2〉那样, 对X 中的紧子集∪A , 可以在X 中构造出趋近于零的开覆盖列{U n}
∞
n= 1, 满足刻

画定理中 2〉的条件.

设{U 1, ⋯,U q} 是X 中的开集族, 定义F k (X ) 中的开集S (U 1, ⋯,U q) 为{A ∈F k (X ) : A

< ∪
q

i= 1
U i 且 Π i ≤ q, 有A ∩U i ≠ Á }. 对{U n}

∞
n= 1 而言, 则定义Uϖ

k

n = {S (U 1, ⋯,U q) : U i ∈U n

且U i ≠U j 时, 有 dist (U i,U j ) ≥ 4õ 2
- n

}. 这里需要注意的是在证明刻画定理 1〉] 2〉时, 构造

出的{U n}
∞
n= 1 具有性质m esh (U n) < 2

- n
. 定义U

k
n = ∪

i≥nU
� k

i , 则{U
k
n}

∞
n= 1 是F k (X ) 中趋于零的

开覆盖列, 且m esh (U
k
n) < 2

- n.

为证明F k (X ) 具有紧邻域扩充性质, 只需证明{U
k
n}

∞
n= 1 对F k (X ) 中的紧子集A 满足刻

画定理中 3〉的条件.

设 K ; {U
k
n}

∞
n= 1, f : K 0 →A 是任意给定的选择. ΠV = S (U 1, ⋯,U p ) ∈K 0, 固定一个集

合{a1 (V ) , ⋯, ap (V ) } < f (V ) , 使得Π i ≤ p , 有{a1 (V ) , ⋯, ap (V ) } ∩U i 是单点集. 记 g (V ) =

{a1 (V ) , ⋯, ap (V ) }, 则 g (V ) < UA . 此外, 当 U i ∈ U n ,V = S (U 1, ⋯,U p ) ∈ K 0 时, 有

Θ(g (V ) , f (V ) ) < 2
- n

.

设 Ρ= 〈V 1, ⋯,V p〉∈K , 这里V i = S (U
i
1, ⋯,U

i
k i}, 记A (Ρ) = {{a1, ⋯, ap }: Π i ≤ p , 有 a i

∈ g (V i) ∩U
i
,U

i ∈ {U
i
1, ⋯,U

i
k i} 且 ∩

p

i= 1
U

i ≠ Á }, 可以验证 ûA (Ρ) û ≤ k.

定义g 的扩充g : K →F k (X ) 如下: 设Ρ=〈V 1, ⋯,V p〉∈K , x = ∑
p

i= 1
tiV i ∈Ρ, 则定义g (x )

= {§ (∑
p

i= 1
ti j (a i) ) : {a1, ⋯, ap } ∈A (Ρ) }, 这里§和 j 均为刻画定理 1〉] 2〉证明中的映射. 显

然 g : K → F k (X ) 是连续的映射. 此外, 扩充后的 g 还满足条件: Θ(g (x ) , f (V i) ) ≤ Θ(g (x ) ,

g (V i) ) + Θ(g (V i) , f (V i) ) ≤ 2
- n (Ρ) + 1 + 2- n (Ρ) + 1 = 2- n (Ρ) + 2.
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通过以上论证知{U
k
n}

∞
n= 1 满足刻画定理中 3〉的条件, 即F k (X ) 具有紧邻域扩充性质.

作者对导师刘应明教授的指导深表谢意.
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On a Theorem Character iz ing CNEP and an Appl ica tion

W ang Y ang eng
(D ep t. of M ath. , N o rthw est U niversity, X i′an 710069)

Abstract

In th is paper, W e give a equ iva len t condit ion on CN EP. U sing th is theo rem , w e p rove

tha t F k (X ) = {A < X ; ûA û≤k } has the com pact neighbo rhood ex ten sion p roperty if X has

the com pact neighbo rhood ex ten sion p roperty.

Keywords　CN EP, nerve, w h itehead topo logy, H au sdo rff m etric.
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