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一般形式多阶段有补偿问题的广义对偶理论
Ξ

陈志平　　徐成贤
(西安交通大学数学系, 西安710049)

摘　要　本文在文[ 1 ]的基础上,讨论一般形式多阶段有补偿非线性随机规划问题的

广义对偶理论与最优化性条件. 通过发掘凸规划对偶理论的本质,首先推广了与通常规划问题

对偶理论有关的概念的含义,由此构造出所论问题在等价意义下的广义原始泛函与广义对偶

泛函,进而得到其广义对偶理论,所得结论不仅能恰当合理地反映问题本身的属性,而且有关

定理的表述形式简明、结论较强,可直接应用于多阶段有补偿问题的其它理论研究与数值求解

算法的设计中去. 上述结果与所用研究方法均推广和发展了通常的对偶理论.

关键词　多阶段有补偿问题,随机规划,广义鞍点定理,凸分析.

分类号　AM S (1991) 90C15öCCL O 221. 5

§1　引　言

文[1 ]给出了Banach 空间中 K + 1 (K 为某一有限正整数)阶段有补偿非线性随机规划问

题的一般形式,其第 k 阶段子问题为:

m in
x k≥Ηk

　ck (x- k , y
- k (Ξ) ) + Qϖk+ 1 (x- k , y

- k (Ξ) ) ,

s. t. 　g k j (x- k , y
- k (Ξ) ) ≤ 0,　j = 1, 2,⋯, J k , k = K , K - 1,⋯, 1,

(1)

其中Qϖk+ 1:∏
k

i= 0
X i×∏

k

j = 1
Y j → [ - ∞, + ∞ ]为已知或已被定义的阶段 (k + 1)的最优补偿或反

馈函数

Qϖk+ 1 (x- k , y
- k (Ξ) ) =∫Q k+ 1 (x- k , y

- k (Ξ) , y k+ 1) d F y k+ 1û y
- k

(y k+ 1ûy
- k (Ξ) ). (2)

　　问题 (1)是就某一固定的 x- k- 1及 y- k (Ξ)关于 x k 求极小,其最优值和最优解与 x- k- 1和 y- k (Ξ)

有关,记其最优值为Q k (x- k- 1, y- k (Ξ) ) (若该问题不可行,则取值+ ∞) ,并令

Qϖk+ 1 (x- k , y- k (Ξ) )≡0.

第0阶段子问题定义为

m in
x 0≥Η0

　c0 (x 0) +∫Q 1 (x 0, y 1 (Ξ) ) d F y 1
(y 1 (Ξ) ) ,

s. t. 　g 0j (x 0) ≤ 0,　j = 1, 2,⋯, J 0.

(3)

这就完成了 K + 1阶段有补偿问题的循环定义. 这里的 X
k (0≤k≤K ) , Y

k (1≤k≤K )为自反、可
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分的Banach 空间, x k∈X
k 为确定性向量, y k: 8→Y

k 为随机元 (8 为某一概率空间中的样本

集) ,即对任意的样本点 Ξ∈8 ,有 y k (Ξ)∈Y
k , x k , y k (Ξ)分别为第 k 阶段子问题的决策变元与状

态向量. x- k = (x 0, x 1,⋯, x k ) , y- k (Ξ) = (y 1 (Ξ) , y 2 (Ξ) ,⋯, y k (Ξ) ). 其中 Ηk (0≤k≤K )为空间 X
k

中的零元素, J k (0≤k≤K )为某一正整数. F y kû y
- k- 1为 y k 关于某一给定的 y- k- 1 (Ξ)的正规条件分

布函数, F y 1为 y 1的正规分布函数. 而 ck , g k j (1≤j≤J k , 0≤k≤K )分别为相应变元的实值函数.

通常问题 (1)— (3)满足下列条件:

(a)　c0, g 0j: X
0→ (- ∞, + ∞ ]为恰当、下半连续 ( l. sc. )凸泛函. 而 ck , g k j:∏

k

i= 0
X i ×∏

k

j= 1
Y j

→ (- ∞, + ∞ ] (1≤ k ≤ K , 1≤ j ≤J k ) 对任意给定的 y- k (Ξ)关于 x- k为恰当 l. sc. 凸泛函;而

对于任给的 x- k关于 y- k (Ξ)Bo rel可测;

(b)　dom ck (x- k- 1,õ, y- k (Ξ) ) = {x k: x k≥Ηk , g k j (x- k- 1,õ, y- k (Ξ) )≤0, j = 1, 2,⋯, J k };

(c)　ck 关于úx- k ú严格单调增,进而,不妨设 ck 关于úx- k ú满足半强制条件,

lim
ú x- k ú→+ ∞

ck (x- k , y
- k (Ξ) )

úx- k ú > 0, Π y
- k (Ξ) , k = 1, 2,⋯, K ;

　　 (d)　对于 k = K , K - 1,⋯, 1,问题 (1)以及问题 (3)均为几乎处处严格可行.

文 [1 ]证明了在上述条件下,问题 (1)— (3)不仅是适定的,而且其各阶段子问题均可看作

是含有随机参数的一般向量空间中的非线性凸规划问题. 熟知,对于凸规划问题,对偶理论与

最优性条件相当完善. 这些理论不仅被成功地用于凸规划的理论研究,而且还被广泛用于构造

求解凸规划问题的各种有效算法. 对于多阶段有补偿问题 (1)— (3) ,能否给出类似的对偶理论

与最优性条件?因问题 (1)— (3)由一系列子问题循环定义,不具有通常规划问题那样单一的形

式, 从而无法采用通常的研究方法来得出其对偶理论. 文献[2 ], [ 3 ]等将某些特殊多阶段有补

偿问题转化为等价的单阶段形式规划问题,借助已有的对偶理论给出相应对偶理论. 但由于所

构造单阶段问题过于抽象和复杂,使得所得结论形式虽然比较简明,有关条件却不易检验,无

法直接应用,且不存在统一的准则将多阶段有补偿问题转化为单阶段的形式. 为克服上述缺点

并给出一般多阶段有补偿问题 (1)— (3)的最优性条件与对偶理论更合理的描述,本文采用一

种新的研究方法,即首先推广与对偶理论有关的概念,通常构造所论问题的广义鞍函数来导出

原问题在等价意义下的广义原始泛函与相应的广义对偶泛函,由此得到相应的对偶理论与最

优性条件. 与凸规划的对偶理论一样,所得结论不仅能恰当,合理地反映问题本身的属性,而且

所得定理形式简明、结论较强、可直接应用于多阶段有补偿问题的其它理论研究与算法设计中

去. 基于此,本文结构如下: 第2节通过推广有关概念,给出广义鞍函数与广义原始泛函等的定

义,构造相应的广义鞍函数; 第3节详细论证了由所构造的鞍函数导出的原始泛函与对偶泛函

确实是补偿问题 (1)— (3)在等价意义下的广义原始泛函与广义对偶泛函,由此则可直接获得

补偿问题的对偶定理与最优性条件. 关于定理的描述及其应用我们放在第4节讨论.

§2　概念的推广与广义鞍函数

因为多阶段有补偿问题 (1)— (3)是通过一系列相互关联的子问题循环定义,不具有通常

数学规划问题的形式. 通常所说的一个数学规划问题的鞍函数、原始问题与对偶问题等概念对
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于问题 (1)— (3)不再适用. 因此,要在不改变该问题原有形式的基础上研究它的最优性条件

与对偶理论, 就必须对通常的概念及定义方式作必要的修改和推广, 使之适用于补偿问题

(1)— (3) ,而其含义与作用应类似于相应的概念. 为此,首先引入下列几个定义:

定义1　称一个泛函为等价于多阶段有补偿问题 (1)— (3)的广义原始泛函,如果它以该多

阶段有补偿问题各阶段的所有决策变量作为其变元,且该泛函的无约束或在变量非负约束下

的全局极小解恰好就是原多阶段有补偿问题 (1)— (3)的一个最优解. 另外,该泛函还具有通常

原始泛函的某些基本性质,如 l. sc. 性、凸性等.

类似地可以给出广义对偶泛函的定义,由此则可定义等于多阶段补偿问题 (1)— (3)的广

义鞍函数为:

定义3　如果一个以上述广义原始泛函与广义对偶泛函的变量作为变量的“双重”多变元

泛函不仅是一个满足极小2极大定理的恰当鞍函数,而且由它所导出的原始泛函与对偶泛函恰

好是上述意义下多阶段有补偿问题 (1)— (3)的广义原始泛函与广义对偶泛函. 则称该泛函为

多阶段有补偿问题 (1)— (3)的广义鞍函数.

有了上述定义,则可在明确的意义下讨论问题 (1)— (3)的最优性条件与对偶理论.

由文[1 ]的结论知,在条件 (a) - (d)之下,各阶段子问题对其所含随机元的任意一个固定

值均为关于 x- k (0≤k≤K )的凸规划问题; 而且对于几乎所有的 y- k (Ξ) (1≤k≤K ) ,各阶段子问

题不仅有有限的最优值,并且存在达到该最优值的最优解. 利用这些结论,则可由凸规划的对

偶理论[ 4 ]得,对于1≤k≤K ,有

Q k (x- k- 1, y
- k (Ξ) ) = m ax

Κk
( y
- k

(Ξ) )≥ 0- J k

inf
x k≥Ηk

[ck (x- k- 1, x k; y
- k (Ξ) )

　　 + Qϖk+ 1 (x- k- 1, x k; y
- k (Ξ) ) + ∑

J k

j= 1

Κk j (y
- k (Ξ) ) g k j (x- k- 1, x k; y

- k (Ξ) ) ]

　 = m ax
Κk

( y
- k

(Ξ) )≥ 0- J k

inf
x k≥Ηk

lk (x- k , Κk , y
- k (Ξ) ) , (4)

其中 lk (x- k , Κk , y- k (Ξ) )为第 k 阶段子问题在常义下的L agrange泛函, 0- J k
表示空间 R

J k中的零元

素, Κk (y- k (Ξ) ) = (Κk1 (y- k (Ξ) ) ,⋯, ΚkJ k
(y- k (Ξ) ) ) T 为L agrange 乘子向量,它们的值随 y- k (Ξ)取值

的不同而发生变化,是 y- k (Ξ)的函数.

对 k 从 K 到1递推地利用 (4)式,可得如下等式:

EQ 1 (x 0, y 1 (Ξ) ) d F y 1
(y 1 (Ξ) )

　 =∫ m ax
Κ1 (y 1 (Ξ) )≥ 0- J 1

inf
x 1≥Η1

[c1 (x- 1, y 1 (Ξ) ) + ∑
J 1

j= 1
Κ1j (y 1 (Ξ) ) g 1j (x- 1, y 1 (Ξ) )

　　 +∫ m ax
Κ2 ( y

- 2 (Ξ) )≥ 0- J 2

inf
x 2≥Η2

[c2 (x- 2, y
- 2 (Ξ) ) + ∑

J 2

j= 1
Κ2j (y

- 2 (Ξ) ) g 2j (x- 2, y
- 2 (Ξ) ) + ⋯

　　 +∫ m ax
ΚK

( y
- K

(Ξ) )≥ 0- J k

inf
x K≥ΗK

[cK (x- K , y
- K (Ξ) ) + ∑

J K

j = 1
ΚK j (y

- K (Ξ) ) g K j (x- K , y
- K (Ξ) ) ]

　　d F y K û y
- K - 1

(y K (Ξ) ûy
- K - 1 (Ξ) ) ]d F y K - 1û y

- K - 2
(y K - 1 (Ξ) ûy

- K - 2 (Ξ) )⋯ ]d F y 1
(y 1 (Ξ) ).

代入第0阶段子问题 (3) ,并应用凸规划的对偶理论,可得第0阶段子问题的最优值为:
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m ax
Κ0≥ 0- J 0

inf
x 0≥Η0

{c0 (x 0) +∫ m ax
Κ1 ( y

- 1 (Ξ) )≥ 0- J 1

inf
x 1≥Η1

[c1 (x- 1, y
- 1 (Ξ) ) + ∑

J 1

j= 1
Κ1j (y 1 (Ξ) ) g 1j (x- 1, y 1 (Ξ) )

　 +∫⋯ +∫ m ax
ΚK

( y
- K

(Ξ) )≥ 0- J k

inf
x K≥ΗK

[cK (x- K , y
- K (Ξ) ) + ∑

J K

j= 1
ΚK j (y

- K (Ξ) ) g K j (x- K , y
- K (Ξ) ) ]

　d F y K û y
- K - 1

(y K (Ξ) ûy
- K - 1 (Ξ) ) ]d F y K - 1û y

- K - 2⋯ ]d F y 1
(y 1 (Ξ) ) + ∑

J 0

j= 1

Κ0jg 0j (x 0) }.

　　若将上面这个问题看作是递推定义的以 Κ0与 x 0为变元的m ax2m in 问题,则由凸规划的对

偶理论知与m ax
Κ0≥ 0- J 0

( inf
x 0≥Η0

⋯)的最优解 Κ3
0 相应的 inf

x 0≥Η0

⋯的最优解即为第0阶段子问题的最优解,并

由此可递推地求出原多阶段有补偿问题 (1)— (3)的最优解和相应的最优乘子. 另外,如果能证

明上式中取极大、极小与积分的顺序可交换,则可将各个积分号内的m ax 与 inf 运算统一提到

上式的开头来.

受上面推导的启发,可以构造 K + 1阶段有补偿问题 (1)— (3)的广义L agrange函数为

L (x- K , Κ
- K ) = L (x 0, x 1,⋯, x K ; Κ0, Κ1,⋯, Κk ) = c0 (x 0) + ∑

J 0

j= 1
Κ0jg 0j (x 0)

　 + ∑
K

k= 1∫⋯∫k重 [ck (x- k , y
- k (Ξ) ) + ∑

J k

j= 1
Κk j (y

- k (Ξ) ) g k j (x- k , y
- k (Ξ) ) ]

　d F y k û y
- k- 1

(y k (Ξ) ûy
- k- 1 (Ξ) )⋯d F y 2ûy 1

(y 2 (Ξ) ûy 1 (Ξ) ) d F y 1
(y 1 (Ξ) ). (5)

在下一节将会看到L (x- K , Κ- K )在等价意义下确实可作为多阶段有补偿问题的广义鞍函数. 下面

先证L (x- K , Κ- K )为鞍函数且满足极小极大定理.

定理1　设多阶段有补偿问题 (1)— (3)满足条件 (a ) - (d ) , 且对任意给定的 x- k 与

Κ
- k (y

- k (Ξ) ) ≥ 0- J k
,第 k 阶段子问题的L agrange泛函 lk (x- k , Κk , y

- k (Ξ) ) 关于 y
- k (Ξ) 的积分值均有

限. 则L (x- K , Κ
- K ) 满足极小2极大定理,即有下列等式成立:

m ax
Κk

( y
- k

(Ξ) )≥ 0- J k
k= 0, 1, 2,⋯, K

m in
x k≥Ηk

k= 0, 1,⋯, K

L (x- K , Κ
- K ) = m in

x k≥Ηk
k= 0, 1,⋯, K

m ax
Κk

( y
- k

(Ξ) )≥ 0- J k
k= 0, 1, 2,⋯, K

L (x- K , Κ
- K ). (6)

　　证明　因假设第 k (1≤k≤K )阶段子问题的L agrange泛函 lk (õ)常义可积,故 (5)式中相

应的积分关于 Κk j (y- k (Ξ) ) (1≤j≤J k )必满足线性可加性[ 5 ] ,那么,由L (x- K , Κ- K )的定义知其关于

Κk (1≤k≤K )为上半连续的凹泛函; 同时,由条件 (a)知 (5)式中的每个泛函关于 x- k均为恰当的

l. sc. 凸泛函,关于 y- k (Ξ)均Bo rel可测,由各阶段子问题L agrange泛函的可积性以及条件 (c) ,

(d)所包含的各阶段子问题的严格可行性与半强制性等可推得 (5)式中的各个被积函数均满足

文[1 ]中引理1的条件,从而知L (x- K , Κ- K )关于 x- K为 l. sc. 的凸泛函. 而L (x- K , Κ- K )的恰当性由所

设条件是显然的. 故得L (x- K , Κ- K )为一恰当的闭鞍函数.

由假设条件,对于任意的 x- k- 1及 y- k (Ξ) ,第 k (1≤k≤K )阶段子问题均严格可行,即至少存

在一点 x
0
k (x

0
k 可能随着 x- k- 1与 y- k (Ξ)的不同变化而发生变化)使得

g k j (x- k - 1, x 0
k , y

- k (Ξ) ) < 0,　j = 1, 2,⋯, J k. (7)

而条件 (c)意味着补偿泛函 ck (x- k , y- k (Ξ) )对于任意固定的 y- k (Ξ)关于 x- k是凸的且满足半强制性

条件. 因此,若令:
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x-
0
K = (x 0

0, x 0
1, x 0

2,⋯, x 0
K ) , Κ

-

0
K = (0- J 0 , 0- J 1 ,⋯, 0- J K

) ,

这里的 x
0
k (0≤k≤K )对于任意的1≤k≤K 均满足 (7)式. 由此与 (7)式以及L (x- K , Κ- K )的定义式

(5)知必有

lim
ú x- K ú+ ú Κ

- K ú→+ ∞

x- K≥∏
K

i= 0
Ηi, ΚK≥∏

K

i= 0
0- J i

[L (x-
0
K , Κ

- K ) - L (x- K , Κ
-

0
K ) ] = - ∞. (8)

因 R
J k及 X

k (0≤k≤K )均是自反的Banach 空间,集合{x- K ûx 0≥Η0,⋯, x K≥ΗK }与{Κ- K û Κ0≥0- J 0 ,

⋯, ΚK≥0- J k
}都是闭凸集. 故由上述证明的L (x- K , Κ- K )为恰当的闭鞍函数以及 (8)式可得L (x- K ,

Κ- K )必满足极小2极大等式[ 6 ] ,即 (6)式成立. 证毕.

§3　广义原始问题与广义对偶问题的论证

本节在定理1的假设下证明由L (x- K , Κ- K )所导出的原始问题与对偶问题恰好分别为问题

(1)— (3)在等价意义下的广义原始问题与广义对偶问题. 为此先利用正规凸被积函数的性质

证明下列引理. 它表明了极小化运算、极大化运算与求积分之间顺序的可交换性.

引理2　设 x∈X , y (Ξ)为取值于 Y 中的随机元, X , Y 为自反、可分的Banach 空间. 随机

规划问题:

inf c (x , y (Ξ) ) ,

s. t. g i (x , y (Ξ) ) ≤ 0,

　x ≥ Η,

　　i = 1, 2,⋯,m , (9)

满足条件 (a) - (d) ,且其L agrange函数关于 y (Ξ)的积分存在,则有下列等式成立:

inf
x (y (Ξ) )≥Η
　 sup

Κ(y (Ξ) )≥ 0-
[c (x , y (Ξ) ) + ∑

m

i= 1

Κi (y (Ξ) ) g i (x , y (Ξ) ) ]d F y (y (Ξ) )

　 =∫ inf
x (y (Ξ) )≥Η
　 sup

Κ(y (Ξ) )≥ 0-∫[c (x , y (Ξ) ) + ∑
m

i= 1
Κi (y (Ξ) ) g i (x , y (Ξ) ) ]d F y (y (Ξ) ) , (10)

其中 Η, 0- 分别为 X , R
m 中的零元素, x (y (Ξ) )关于 y (Ξ)可测, Κ(y (Ξ) ) = (Κ1 (y (Ξ) ) , Κ2 (y (Ξ) ) ,

⋯, Κm (y (Ξ) ) ) T , Κi (y (Ξ) ) (1≤i≤m )为 y (Ξ)的非负Bo rel可测泛函.

证明　由假设对于任意的 x 与 Κ(y (Ξ) ) , (9)的L agrange泛函关于 y (Ξ)的积分存在,故

(10)式的左边恒有意义. 而对于右边,显然有

sup
Κ(y (Ξ) )≥ 0-

[c (x , y (Ξ) ) + ∑
m

i= 1

Κi (y (Ξ) ) g i (x , y (Ξ) ) ]

　 =
c (x , y (Ξ) ) , 若 g i (x , y (Ξ) ) ≤ 0, 1≤ i≤m ,

+ ∞, 否则.
(11)

对固定的 x , y (Ξ) ,上式左边关于 Κ(y (Ξ) )是线性的,故必存在最优解,且可选取其值使之关于

y (Ξ) Bo rel可测. 即总有某一 Κ3 (y (Ξ) )≥0- 使上式左边取极大值. 故只须证:

inf
x (y (Ξ) )≥Η
　 m ax

Κ(y (Ξ) )≥ 0-∫[c (x , y (Ξ) ) + ∑
m

i= 1

Κi (y (Ξ) ) g i (x , y (Ξ) ) ]d F y (y (Ξ) )

　 =∫ inf
x (y (Ξ) )≥Η

m ax
Κ(y (Ξ) )≥ 0-

[c (x , y (Ξ) ) + ∑
m

i= 1
Κi (y (Ξ) ) g i (x , y (Ξ) ) ]d F y (y (Ξ) ).
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由 (11)式得:

inf
x (y (Ξ) )≥Η
　 m ax

Κ(y (Ξ) )≥ 0-
[c (x , y (Ξ) ) + ∑

m

i= 1
Κi (y (Ξ) ) g i (x , y (Ξ) ) ] ≤ inf

x (y (Ξ) )≥Η
c (x , y (Ξ) ) ,

从而由条件 (a) , (b) , (c)所隐含的 c (x , y (Ξ) )的性质知 (10)式的右边也是有意义的.

为书写简便,记问题 (9)的L agrange泛函为:

L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) = c (x , y (Ξ) ) + ∑
m

i= 1
Κi (y (Ξ) ) g i (x , y (Ξ) ).

先证明下列等式

m ax
Κ(y (Ξ) )≥ 0-∫L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) d F y (y (Ξ) )

　 =∫m ax
Κ(y (Ξ) )≥ 0-

L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) d F y (y (Ξ) ). (12)

首先总有

∫L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) d F y (y (Ξ) ) ≤∫m ax
Κ(y (Ξ) )≥ 0-

L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) d F y (y (Ξ) ) ,

因上式对任意的 Κ(y (Ξ) )≥0- 成立,且右边的值实际上已与 Κ(y (Ξ) )无关,故必有

m ax
Κ(y (Ξ) )≥ 0-∫L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) d F y (y (Ξ) ) ≤∫m ax

Κ(y (Ξ) )≥ 0-
L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) d F y (y (Ξ) ).

　　另一方面, 由于上面已证总可以找到某一 Κ3 (y (Ξ) )≥0- 使得 (11)式左边达到其关于

Κ(y (Ξ) ) ≥ 0- 的极大值,所以有:

∫m ax
Κ(y (Ξ) )≥ 0-

L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) d F y (y (Ξ) ) =∫L (x , Κ3 (y (Ξ) ) , y (Ξ) ) d F y (y (Ξ) )

　≤ m ax
Κ(y (Ξ) )≥ 0-∫L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) d F y (y (Ξ) ).

这两个不等式表明 (12)式必成立,若令:

g (x , y (Ξ) ) =
0,　　若 x ≥ Η,

+ ∞,　否则,

则易知 (10)式又等价于

inf
x (y (Ξ) )∈X

{[ m ax
Κ(y (Ξ) )≥ 0-∫L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) d F y (y (Ξ) ) ] + g (x , y (Ξ) ) }

　 =∫ inf
x (y (Ξ) )∈X
　 m ax

L (y (Ξ) )≥ 0-
[L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) + g (x , y (Ξ) ) ]d F y (y (Ξ) ).

但由 (11)式及 g (x , y (Ξ) )的定义知:

　　　　 m ax
Κ(y (Ξ) )≥ 0-

[L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) + g (x , y (Ξ) ) ]

　=
c (x , y (Ξ) ) , 若 g i (x , y (Ξ) )≤0, 1≤i≤m , x≥Η,

+ ∞,　　 否则.
(13)

由 c (x , y (Ξ) ) , g i (x , y (Ξ) )都满足条件 (a) - (d)不难推得它们均为正规凸的被积函数[ 7 ]. 由正

规凸的被积函数的性质与 (13)知泛函 m ax
Κ(y (Ξ) )≥ 0-

[L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) + g (x , y (Ξ) ) ]也是正规凸

的被积函数;又因假设泛函L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) )关于 y (Ξ)可积,故由条件 (d)及 (13)式知至少

有一点 x (y (Ξ) )使得泛函 m ax
Κ(y (Ξ) )≥ 0-

[L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) + g (x , y (Ξ) ) ]关于 y (Ξ)的积分值有
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限; 而所有可测函数所构成的空间显然可分. 综合这三点,则由正规凸的被积泛函的共轭性

定理[ 7 ]知有下列等式成立:

inf
x (y (Ξ) )∈X∫m ax

Κ(y (Ξ) )≥ 0-
[L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) + g (x , y (Ξ) ) ]d F y (y (Ξ) )

　 =∫ inf
x (y (Ξ) )∈X
　 m ax

Κ(y (Ξ) )≥ 0-
[L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) + g (x , y (Ξ) ) ]d F y (y (Ξ) ).

再考虑到 (12)式则可得下列等式:

inf
x (y (Ξ) )∈X
　 m ax

Κ(y (Ξ) )≥ 0-∫[L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) + g (x , y (Ξ) ) ]d F y (y (Ξ) )

　 =∫ inf
x (y (Ξ) )∈X
　 m ax

Κ(y (Ξ) )≥ 0-
[L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) + g (x , y (Ξ) ) ]d F y (y (Ξ) )

　 =∫ inf
x (y (Ξ) )≥Η
　 m ax

Κ(y (Ξ) )≥ 0-
L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) d F y (y (Ξ) ) , (14)

但因泛函 g (x , y (Ξ) )的取值与 Κ(y (Ξ) )及 y (Ξ)的取值以及它们的变化无关,因此有

inf
x (y (Ξ) )∈X
　 m ax

Κ(y (Ξ) )≥ 0-∫[L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) + g (x , y (Ξ) ) ]d F y (y (Ξ) )

　 = inf
x (y (Ξ) )∈X

{[ m ax
Κ(y (Ξ) )≥ 0-∫L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) d F y (y (Ξ) ) ] + g (x , y (Ξ) ) }

　 = inf
x (y (Ξ) )≥Η
　 m ax

Κ(y (Ξ) )≥ 0-∫L (x , Κ(y (Ξ) ) , y (Ξ) ) d F y (y (Ξ) ).

由 (14)与上式即可得到等式 (10)必定成立. □

有了引理2的结论,则可按如下方式推导出补偿问题 (1)— (3)的广义原始泛函. 令:

F (x- k) = m ax
Κk

( y
- k

(Ξ) )≥ 0- J k
k= 0, 1, 2,⋯, K

L (x- K , Κ
- K ) = m ax

Κk
(y k

(Ξ) )≥0J k
k= 0, 1,⋯, K

{c0 (x 0) + ∑
J 0

j= 1
Κ0j g 0j (x 0)

　 + ∑
K

k= 1∫⋯∫k重 [ck (x- k , y
- k (Ξ) ) + ∑

J k

j= 1
Κk j (y

- k (Ξ) ) g k j (x- k , y
- k (Ξ) ) ]

　　d F y k û y
- k- 1

(y k (Ξ) ûy
- k- 1 (Ξ) )⋯d F y 2û y

- 1
(y 2 (Ξ) ûy

- 1 (Ξ) ) d F y 1
(y 1 (Ξ) ) }

= m ax
Κk

( y
- k

(Ξ) )≥ 0- J k
k= 0, 1,⋯, K

{c0 (x 0) + ∑
J 0

j = 1
Κ0jg 0j (x 0)

　 +∫[c1 (x- 1, y 1 (Ξ) ) + ∑
J 1

j= 1
Κ1j (y 1 (Ξ) ) g 1j (x- 1, y 1 (Ξ) )

　 +∫[c2 (x- 2, y
- 2 (Ξ) ) + ∑

J 2

j= 1
Κ2j (y

- 2 (Ξ) ) g 2j (x- 2, y
- 2 (Ξ) ) +∫⋯

　 +∫[cK (x- K , y
- K (Ξ) ) + ∑

J K

j = 1
ΚK j (y

- K (Ξ) ) g K j (x- K , y
- K (Ξ) )

　　d F y K û y
- K - 1

(y K (Ξ) ûy
- K - 1 (Ξ) ) ]d F y K - 1û y

- K - 2
(y K - 1 (Ξ) ûy

- K - 2 (Ξ) ) ]⋯ ]d F y 1
(y 1 (Ξ) ) }.

由各阶段子问题常义L agrange函数的可积性与条件 (a) , (b)等可知上述将关于 y- k (Ξ) (1≤k
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≤K )的重积分变为关于 y k (Ξ)的累次积分是成立的.

反复利用引理2中关于求极大与求积分顺序的可交换性,以及L (x- K , Κ- K )的表达式中关于

Κk (y- k (Ξ) )的可分离性,则可得到 F (x- K )的如下表示式:

F (x- K ) = m ax
Κ0≥ 0- J 0

{c0 (x 0) + ∑
J 0

j= 1
Κ0j g 0j (x 0) }

　 +∫[ m ax
Κ1 (y 1 (Ξ) )≥ 0- J 1

{c1 (x- 1, y 1 (Ξ) ) + ∑
J 1

j= 1
Κ1j (y 1 (Ξ) ) g 1j (x- 1, y 1 (Ξ) ) } +∫[⋯

　 +∫ m ax
ΚK

( y
- K

(Ξ) )≥ 0- J K

[cK (x- K , y
- K (Ξ) ) + ∑

J K

j= 1
ΚK j (y

- K (Ξ) ) g K j (x- K , y
- K (Ξ) ) ]

　d F y K û y
- K - 1

(y K (Ξ) ûy
- K - 1 (Ξ) ) ]⋯ ]d F y 2ûy 1

(y 2 (Ξ) ûy 1 (Ξ) ) ]d F y 1
(y 1 (Ξ) ).

　　下面证明 F (x- K )即为补偿问题 (1)— (3)在等价意义下的广义原始问题. 由文[ 8 ]中定理2

的结论可知,以下所有关于 x k (1≤k≤K )的极小化运算只须在那些关于 y- k (Ξ)为Bo rel可测的

所有 x k 中进行,没有必要在一切 x k 中进行. 如只须进行 m in
x k

( y
- k

(Ξ) )≥Ηk

运算,而不必进行m in
x k≥Ηk

运算.

但为了书写简便, 以下将略去 y- k (Ξ) , 即仍用后一种写法. 反复应用引理2的结论, 再考虑到

L (x- K , Κ
- K ) ,从而 F (x- K )的表达式中各个泛函关于变量 x k (0≤k≤K )的因果关系 (nonan t icipa2

t ivity) [ 9 ]则可得

m in
x k≥Ηk

k= 0, 1,⋯, K

F (x- K ) = m in
x 0≥Η0

[ m ax
Κ0≥ 0- J 0

{c0 (x 0) + ∑
J 0

j= 1
Κ0jg 0j (x 0) }

　　 +∫m in
x 1≥Η1

[ m ax
Κ1 (y 1 (Ξ) )≥ 0- J 1

{c1 (x- 1, y 1 (Ξ) ) + ∑
J 1

j= 1
Κ1j (y 1 (Ξ) ) g 1j (x- 1, y 1 (Ξ) ) } +∫m in [⋯

　　 +∫m in
x K≥ΗK

m ax
ΚK

( y
- K

(Ξ) )≥ 0- J K

{cK (x- K , y
- K (Ξ) ) + ∑

J K

j= 1
ΚK j (y

- K (Ξ) ) g K j (x- K , y
- K (Ξ) ) }

　　d F y K û y
- K - 1

(y K (Ξ) ûy
- K - 1 (Ξ) ) ]d F y K - 1û y

- K - 2
(y K - 1 (Ξ) ûy

- K - 2 (Ξ) ) ]⋯ ]d F y 1
(y 1 (Ξ) ) ]

　 = m in
x 0≥Η0

m ax
Κ0≥ 0- J 0

[c0 (x 0) + ∑
J 0

j = 1
Κ0jg 0j (x 0) (15)

　　 +∫m in
x 1≥Η1

m ax
Κ1 (y 1 (Ξ) )≥ 0- J 1

[c1 (x- 1, y 1 (Ξ) ) + ∑
J 1

j = 1
Κ1j (y 1 (Ξ) ) g 1j (x- 1, y 1 (Ξ) ) +∫m in m ax [⋯

　　 +∫m in
x K≥ΗK

m ax
ΚK

( y
- K

(Ξ) )≥ 0- J K

[cK (x- K , y
- K (Ξ) ) + ∑

J K

j= 1
ΚK j (y

- K (Ξ) ) g K j (x- K , y
- K (Ξ) ) ]õ

　　d F y K û y
- K - 1

(y K (Ξ) ûy
- K - 1 (Ξ) ) ]d F y K - 1û y

- K - 2
(y K - 1 (Ξ) ûy

- K - 2 (Ξ) ) ]⋯ ]d F y 1
(y 1 (Ξ) ) ].

上述第二等号后将运算m in
x k≥ΗK

与运算 m ax
Κk

( y
- k

(Ξ) )≥ 0- J k

(0≤k≤K )放在一起, 作用于紧接在m in
x k≥ΗK

m ax
Κk

( y
- k

(Ξ) )≥ 0- J k

之后所对应的一对中括号内的所有项,这可由含有 Κk j (y- k (Ξ) ) ( j = 1,⋯, J k )的项与

所有含有 x k′(k + 1≤k′≤K )的函数项之间的可分离性与独立性 (即它们均与 Κk (y- k (Ξ) )无关)
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立即推得. 关于问题 (15) ,有如下定理成立

定理3　设多阶段有补偿问题 (1)— (3)满足定理1的条件,则极小化问题 (15)的最优解 x-
3
K

必为该多阶段有补偿问题的最优解. 因此, F (x- K )即是多阶段有补偿问题 (1)— (3)在等价意义

下的广义原始泛函.

证明　由于假设问题 (1)— (3)满足条件 (d) ,因此,对于任意给定的 y- K (Ξ)及 x 0, x 1,⋯,

x K - 1, 第 K 阶段子问题必严格可行,即至少存在一个可行内点,从而由条件 (a) , (b) , (c)及凸

规划问题的对偶理论知[ 4, 6 ]泛函:

m ax
ΚK

( y
- K

(Ξ) )≥ 0- J K

[cK (x- K , y
- K (Ξ) ) + ∑

J K

j = 1
ΚK j (y

- K (Ξ) ) g K j (x- K , y
- K (Ξ) ) ],

即是第 K 阶段子问题的原始泛函,且下列极小化问题:

m in
x K≥ΗK

m ax
ΚK

( y
- K

(Ξ) )≥ 0- J K

[cK (x- K , y
- K (Ξ) ) + ∑

J K

j = 1
ΚK j (y

- K (Ξ) ) g K j (x- K , y
- K (Ξ) ) ]

的最优解即是该阶段子问题相应的最优解 x K (x 0, x 1,⋯, x K - 1, y- K (Ξ) ) (由所给条件 (a) - (d)

知该最优解必存在) ; 而这个极小化问题的最优值就等于该阶段子问题相应的最优值

Q k (x- K - 1, y
- K (Ξ) ) . 从而由 k = K 时的等式 (2)知问题 (15)可表示为

m in
x k≥Ηk

k= 0, 1,⋯, K - 1

F (x- K - 1) = m in
x 0≥Η0

　 m ax
Κ0≥ 0- J K

[c0 (x 0) + ∑
J 0

j= 1
Κ0j g 0j (x 0)

　 +∫m in
x 1≥Η1

　 m ax
Κ1 (y 1 (Ξ) )≥ 0- J 1

[c1 (x- 1, y 1 (Ξ) ) + ∑
J 1

j= 1
Κ1j (y 1 (Ξ) ) g 1j (x- 1, y 1 (Ξ) ) +∫⋯

　 +∫m in
x K - 1≥ΗK - 1

m ax
ΚK - 1 ( y

- K - 1 (Ξ) )≥ 0- J K - 1

[cK - 1 (x- K - 1, y
- K - 1 (Ξ) ) + QϖK (x- K - 1, y

- K - 1 (Ξ) )

　 + ∑
J K - 1

j = 1
ΚK - 1j (y

- K - 1 (Ξ) ) g K - 1j (x- K - 1, y
- K - 1 (Ξ) ) ]õ

　　d F y K - 1û y
- K - 2

(y K - 1 (Ξ) ûy
- K - 2 (Ξ) )⋯ ]d F y 1

(y 1 (Ξ) ) ].

因 cK - 1 (x- K - 1, y- K - 1 (Ξ) ) + Qϖk (x- K - 1, y- K - 1 (Ξ) )为给定 y- K - 1 (Ξ)及 x 0, x 1,⋯, x K - 2时第 K - 1阶段

子问题的目标函数,故由条件 (a) - (d) ,类似第 K 阶段时的推理可知

m ax
ΚK - 1 ( y

- K - 1 (Ξ) )≥ 0- J K - 1

[cK - 1 (x- K - 1, y
- K - 1 (Ξ) ) + QϖK (x- K - 1, y

- K - 1 (Ξ) )

　 + ∑
J K - 1

j= 1

ΚK - 1j (y
- K - 1 (Ξ) ) g K - 1j (x- K - 1, y

- K - 1 (Ξ) ) ]

必为第 K - 1阶段子问题的原始泛函,且下列极小化问题的最优解就是第 K - 1阶段子问题的

最优解 x K - 1 (x 0, x 1,⋯, x K - 2, y- K - 1 (Ξ) ) :

m in
x K - 1≥ΗK - 1

[ m ax
ΚK - 1 ( y

- K - 1 (Ξ) )≥ 0- J K - 1

[cK - 1 (x- K - 1, y
- K - 1 (Ξ) ) + QϖK (x- K - 1, y

- K - 1 (Ξ) )

　 + ∑
J K - 1

j= 1
ΚK - 1j (y

- K - 1 (Ξ) ) g K - 1j (x- K - 1, y
- K - 1 (Ξ) ) ] ].

而第 K - 1阶段子问题的最优值Q K - 1 (x- K - 2, y- K - 2 (Ξ) )也等于该极小化问题的最优值.
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对 K , K - 1,⋯, 1及第0阶段子问题重复利用上述论证过程知问题 (15)的最优解必为补

偿问题 (1)— (3)的最优解. 因当递推到 k = 0时,极小化问题 (15)取如下形式

m in
x 0≥Η0

[ m ax
Κ0≥ 0- J 0

{c0 (x 0) +∫Q 1 (x 0, y 1 (Ξ) ) d F y 1
(y 1 (Ξ) ) + ∑

J 0

j= 1
Κ0jg 0j (x 0) } ]. (16)

利用所给条件及凸规划问题的对偶理论,用完全相同的方法证得: 问题 (16)的最优解必为第0

阶段子问题的最优解 x
3
0 ,最优值即等于第0阶段子问题的最优值.

上面的证明表明对于任一 k: 1≤k≤K ,对任意给定的 x- k- 1以及 y- k (Ξ) ,问题 (15)所得的解

的分量 x k (x 0, x 1,⋯, x k- 1, y- k (Ξ) )即是此时对应的第 k 阶段子问题的最优解. 而 (16)式又表明

在极小化问题 (15)时所得最优解的第0阶段分量 x
3
0 即为第0阶段子问题的最优解. 这就表明问

题 (15)的最优解取形式:

　　x-
3
K = [x

3
0 , x

3
1 (x

3
0 , y 1 (Ξ) ) , x

3
2 (x

3
0 , x

3
1 , y- 2 (Ξ) ) ,⋯, x

3
K (x

3
0 , x

3
1 ,⋯, x

3
K - 1, y- K (Ξ) ) ]T

由多阶段有补偿问题最优解的定义知 x-
3
k 即为多阶段有补偿问题 (1)— (3)的最优解.

最后,由定理1的证明过程知,在所给条件下,对于任给的 Κ- K , L (x- K , Κ- K )关于 x- K为 l. sc. 凸

函数,从 F (x- K )的定义式可知,作为在一族凸函数中取最大形成的函数,其结果还是关于 x- K为

凸的泛函; 而其作为一族 l. sc. 泛函的上包络,所得泛函仍为 l. sc. 泛函. 故 F (x- K )关于 x- K为 l.

sc. 的凸泛函,而其恰当性由所给假设条件是显然的.

综合以上结论知,由 (15)式所定义的泛函 F (x K )必是多阶段有补偿问题 (1)— (3)在等价

意义下的广义原始泛函,而极小化问题 (15)即是对应的广义原始问题. □

由定理1关于鞍函数L (x- K , Κ- K )的结论和定理3的证明过程中所得的泛函 F (x- K )的一些基

本性质知,如果定义:

G (Κ
- K ) = m in

x K≥ΗK
k= 0, 1,⋯, K

L (x- K , Κ
- K ) , (17)

则G (Κ- K )必然是多阶段有补偿问题 (1)— (3)在等价意义下的广义对偶泛函. 即下列问题:

m ax
Κk

(y k
(Ξ) )≥ 0- J k

k= 0, 1,⋯, K

G (Κ
- K )

的最优解 Κ-
3
K必为补偿问题 (1)— (3)的相应于某个最优解的最优L agrange乘子.

因论证过程与定理3类似,即应用凸规划的对偶理论, L (x- K , Κ- K )的结构特点与引理2等,这

里不再给出详细的论证. 此外,还可以证明G (Κ- K )是上半连续的凹函数.

§4　对偶定理与最优性条件及其应用

利用前一节所得的关于广义原始泛函 F (x- K )与广义对偶泛函G (Κ- K )的有关结论与定理1,

可直接获得关于多阶段有补偿问题 (1)— (3)的对偶定理与最优性条件. 具体地说,有下列的定

理成立:

定理4 (对偶定理)　设定理1的条件都得到满足,则对于由L (x- K , Κ- K )所导出的多阶段有补

偿问题 (1)— (3)的广义原始泛函与广义对偶泛函,有下列等式成立:

m in
x k≥Ηk

k= 0, 1,⋯K

F (x- K ) = m ax
Κk

( y
- k

(Ξ) )≥ 0- J k
k= 0, 1,⋯, K

G (Κ
- K ). (18)

—482—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



　　由 (6)式和广义原始泛函与广义对偶泛函的定义式知该定理的结论成立.

定理5 (最优性条件)　如果定理1的所有条件均满足,则 x-
3
K为补偿问题 (1)— (3)最优解的

充要条件是存在某一 Κ
-

3
K ≥∏

k

i= 0
0- J i

,使得 (x-
3
K , Κ-

3
K )为鞍泛函L (x- K , Κ- K )的一个鞍点,即有

L (x-
3
K , Κ

- K ) ≤L (x-
3
K , Κ

-

3
K ) ≤L (x- K , Κ

-

3
K ) ,对 Π x- K ≥∏

K

k= 0
Ηk , ΚK (y

- K (Ξ) ) ≥∏
K

k= 0
0- J K

. (19)

　　因为定理3表明多阶段有补偿问题的最优解 x-
3
K 也就是广义原始问题 (15)的最优解. 而由

广义原始泛函的定义,定理1的结论以及一个泛函满足极小2极大等式的充要条件是它具有鞍
点等结论,可以得知定理5成立.

由本文的结论并结合实际中多阶段有补偿问题 (1)— (3)的具体特点,可构造出求解该补

偿问题的各种对偶型算法. 因为由定理4与定理5的结论可知:要想求得补偿问题 (1)— (3)的最

优解,只须找到凸2凹泛函 (L (x- K , Κ- K )的鞍点即可. 关于对偶型算法的具体实现与实施方案,可

参见[10 ],这里不再详述.

这类算法的优点在于:只须求解一个极小化问题,则可找到多阶段有补偿问题的近似最优

解或最优解,而不象通常直接基于原多阶段有补偿问题模型的算法 (参见[11 ]及其中之参考文

献等)那样必须通过求解多个相互关联的极小化问题才能得到所要求解补偿问题的一个近似

最优解. 且各个子问题均为有约束的.
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Genera l ized D ual ity Theory on the Genera l M ultistage
Recourse Problem

Chen Z h ip ing　　X u Cheng x ian
(D ep t. of M ath. , X i′an J iao tong U niversity, 710049)

Abstract

T he gernera lized duality theo ry and op t im ality condit ion of genera l m u lt istage non linear

stochast ic p rogramm ing w ith recou rse is d iscu ssed in th is paper. T he m ean ing of concep ts

relevan t to duality theo ries of u sua l p rogramm ing p rob lem s is ex tended th rough exp lo ring

the essence of duality theo ries abou t convex p rogramm ing, the genera lized p rim al, dua l func2
t ion s of the d iscu ssed p rob lem in the equ iva len t sen se is then con structed and the co rrespond2
ing duality theo ry is drived. T he ob ta ined resu lts no t on ly reflect p ropert ies of the p rob lem

itself p roperly and reasonab ly, bu t a lso describe the rela t ive theo rem s concisely w ith st rong

conclu sion s, w h ich can be direct ly and concretely app lied to the study of o ther theo ret ica l

p rob lem s of m u lt istage p rob lem w ith recou rse and the design ing of their num erica l so lving a l2
go rithm s.

Keywords　m u lt istage p rob lem w ith recou rse, stochast ic p rogramm ing, genera lized saddle

po in t theo rem , convex analysis.
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