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广义Laplace-Stieltjes 变换的准确零 (R)级
Ξ

姜　淑　珍
(长春师范学院数学系, 130032)

摘　要　本文对广义L ap lace2Stielt jes 变换确定的解析函数引进了准确零 (R )级的概

念, 得到了这样的函数有准确零 (R )级的两个充要条件. 其结果类似于指数级数.
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关于指数级数 f (s) = ∑
∞

n= 0
ane- Κns, 余久曼在文[2 ]中研究了它的准确零 (R ) 级, 得到了 f (s)

有零 (R ) 级的充要条件. 本文把这一结果推广到了广义L ap lace2Stielt jes 变换上.

设变换

F (s) = ∫L
e- sz d Α(z ) , (1)

其中L 是介于角域-
Π
2

+ Σ≤argz≤
Π
2

- Σ(Σ> 0) 中的一条可求长曲线, 由一有限点 z 0延续到

无穷远点; Α(z ) 是L 上的囿变函数, s= re
iQ是复变数. 用L z 表示L 上由 z 0到 z 的部分, 在本文

中, 假定存在序列{Κn}< L , 满足条件C′:

1°　L = ∪
∞

n= 1
L Κn

, Κn+ 1∈L - L Κn
;

2°　Κn= Ξne
itn , (Σn , Ξn 是实数, 0≤Σn< 2Π, Ξn> 0) ;

3°　存在常数 C , 使得当 n 充分大时, 如果 Κ= Ξe
iΗ∈L Κn+ 1 - L Κn

, 则û I Κ- I Κn
û≤C , 这里 I Κ表

示L Κ的长度.

引理1[ 2 ]　设对于 r> 0, 存在每一点可导的连续函数 K (r) , 并且 lim
r→∞

K (r) = K (0 < k < +

∞) , lim
r→∞

K ′(r) r log r = 0, 又设U (r) = rk (r) , 则

lim
r→∞

[U (a r) öU (r) ]= a
k , lim

r→∞
[ rU ′(r) öU (r) ]= K ,

其中 a 为任何正数.

引理2 [ 2 ]　设C 为一已知数 (0< C≤∞) , U (r) 的定义同引理1, 任给 Β> 0及 Χ> 0 (0< Β<

C ) , 存在 r> 0, 使得对任何满足条件 logy″≥ (1+ Χ) logy′, y′> r 的 y′, y″, 存在 n , 使 y′≤Ξn≤

y″, 并且ûanû≥[U (Ξn) ]C - Β, 又设

lim
n→∞

[ log+ ûanûölogU (Ξn) ] ≤C , (2)
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则存在递增正整数序列{n j }, 使

lim
j→∞

[ log+ ûan j
ûölogU (Ξn j

) ]= C ,

lim
j→∞

[ logΞn j+ 1ölogΞn j
]= 1.

令

M (r, F ) = sup
ûsû= r
Κ∈L

û∫L Κ
e- sz d Α(z ) û , (3)

A n= sup
ûsû= r≠0

Κ∈L Κn+ 1
- L Κn

û∫L Κ- L Κn

e
( 1

r - s) z d Α(z ) û. (4)

　　如果lim
r→∞

[ log+
M (r, F ) ölogU (r) ]= Λ, 那么称 F (s) 有准确零 (R ) 级 Λ. 在这种情况下, 可以

得到了如下结果:

定理1　设变换 (1)满足C′及

lim
n→∞

[nölogU (Ξn) ] = E < + ∞ (5)

成立, 则

　　lim
r→∞

[ log+
M (r, F ) ölogU (r) ]= ΛΖ lim

n→∞
[ log+

A nölogU (Ξn) ]= Λ　 (0≤Λ≤∞).

证明　令 I n (Κ, s) =∫L Κ- L Κn

e
- sz

d Α(z ). 显然û I n (Κ, s) û≤2M (r, F ) , 对任意 n , 当 Κ∈L Κn+ 1 -

L Κn
时, 由于

û∫L Κ- L Κn

e
( 1

r - s) z d Α(z ) û= û∫L Κ- L Κn

e
1
r z d I n (z , s) û

= ûe
1
r z I n (z , s) û Κ

Κn
-

1
r∫L Κ- L Κn

e
1
r z I n (z , s) d z û

≤ ûe
1
r Κû2M (r, F ) + (2M (r, F ) ör)∫L Κ- L Κn

ûe
1
r z ûûd z û ,

当 n 充分大时

A n ≤ 4C 1M (r, F ) e
ûΚnû+ C

r , (6)

其中C 1, C 是常数, r 是任意的正数.

因为lim
r→∞

[ log+
M (r, F ) ölogU (r) ]= Λ(0< Λ< + ∞) , 所以任给 Ε> 0, 存在 r0, 当 r> r0时

log+
M (r, F )≤ (Λ+ Ε) logU (Χ).

当 n 充分大时, 取 r= Ξn.

log+
A nölogU (Ξn)≤[ log4C 1+ (Λ+ Ε) logU (Ξn) +

ûΚnû+ C
Ξn

]ölogU (Ξn) ,

因此lim
n→∞

[ log+
A nölogU (Ξn) ]≤Λ.

假设 lim
n→∞

[ log+
A nölogU (Ξn) ]< Λ′< Λ, 则当 n 充分大时, log+

A n< Λ′logU (Ξn) , 从而存在常

数C 0, 使任意 n ,A n< C 0exp [Λ′logU (Ξn) ].

令 I
3
m (Κ, s) =∫L Κ- L Κm

e
( 1

r - s) z
d Α(z ) , 显然û I

3
m û≤A m ,
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û∫L Κ
e- sz d Α(z ) û= û∑

n- 1

m = 0∫L Κm + 1
- L Κm

e- sz d Α(z ) + ∫L Κ- L Κn

e- sz d Α(z ) û

≤∑
n- 1

m = 0
û∫L Κm + 1

- L Κm

e- z
r õ e

( 1
r - s) z d Α(z ) û + û∫L Κ- L Κn

e- z
r õ e

( 1
r - s) z

d Α(z ) û

≤∑
n- 1

m = 0
[ ûe-

Κm + 1
r I 3

m (Κm + 1, s) û + û 1
r∫L Κm + 1- L Κm

e- z
r I 3

m (z , s) d z û ]

　 + ûe- Κ
r I 3

m (Κ, s) û + û 1
r∫L Κ- L Κn

e- z
r I 3

m (z , s) d z û

≤∑
n- 1

m = 0
[A m e-

Ξn+ 1
r co sΣn+ 1 +

1
r

A m e- ûΚ′ûcosΣ′
r ( I Κm + 1 - I Κm ) ]

　 + A ne- ûΚû
r co sΣΚ +

1
r

A ne- ûΚ″û
r co sΣΚ″( I Κn+ 1 - I Κn

) ,

其中 Κ′∈L Κm + 1- L Κm , ΣΚ= argΚ′, Κ″∈L Κ- L Κn
, ΣΚ″= argΚ″. 易证, 当 r≥1时, 存在常数C 1, C 2使

M (r, F )≤∑
∞

n= 0
C 1A ne-

Ξn- C2
r co sΣ

≤∑
∞

n= 0
C 3e

(Λ′+ Ε) logU (Ξn
) -

Ξn- C2
r co sΣõ e- ΕlogU (Ξn

)

≤C 3 sup
y≥0

e
(Λ′+ Ε) logU (y ) - y

2rco sΣ∑
∞

n= 0
e- ΕlogU (Ξn

).

因为lim
n→∞

[nölogU (Ξn) ]= E < + ∞, 所以, 对任意的 Ε> 0, 存在N , 当 n> N 时,

n< (E + Ε) logU (Ξn) ,

由∑
∞

n= 1
e- nΕ

E + Ε 收敛, 得知∑
∞

n= 0
e- ΕlogU (Ξn

) 收敛, 取 y =
2r

co sΣk (Λ′+ Ε) (1+ o (1) ) , (y →+ ∞) , 由引理1,

并结合以上不等式, 有:

M (r, F )≤C exp { (Λ′+ Ε) [ logU (r) + log ( 2K
co sΣ) k (Λ′+ Ε) kõ (1+ o (1) ) k ]

　- K (Λ′+ Ε) (1+ o (1) ]}A (Ε) ,

lim
r→∞

[ log+
M (r, F ) ölogU (r) ]≤Λ′+ Ε< Λ.

这与题设矛盾, 所以lim
r→∞

[ log+
A nû logU (Ξn) = Λ. 类似可证充分性.

定理2　设对变换 (1) , C′及 (5)成立, 则lim
r→∞

[ log+
M (r, F ) ölogU (r) ]= Λ的充分必要条件

i) lim
n→∞

[ log+
A nölogU (Ξn) ]= Λ;

ii)　存在递增正整数序列{n j }, 使

　　lim
j→∞

[ log+
A n j

ölogU (Ξn j
) ]= Λ, lim

j→∞
( logΞn j+ 1ölogΞn j

) = 1 (0< Λ≤+ ∞).

证明　充分性　当0 < Λ< + ∞时, 由 ii) , 任给 Ε> 0 (Ε< Λ) , 对充分大的 j , A n j
>

[U (Ξn j
) ]Λ- Ε, 取 r j , 使 Ξn j

= rj k (u - Ε) (1 + o (1) ) ( j →∞) . 由引理1及 (6)得:

　　M (r, F ) ≥ 1
4C 1

A n j e
-

Ξnj
+ C

rj ≥ 1
4C 1

exp { (Λ- Ε) logU (r j )
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　+ log [K
k (u - Ε) k (1+ o (1) ) k ]Λ- Ε- K (Λ- Ε) (1+ o (1) ) -

C
rj

}.

当 rj < r< rj + 1时, 显然有

　　1= lim
j→∞

( logΞj+ 1ölogΞj ) = lim
j→∞

( log rj + 1ölog r j ) = lim
j→∞

(U (r) ölogU (r j ) ).

由此可得

lim
r→∞

[ log+
M (r, F ) ölogU (r) ]≥Λ.

结合定理1, 当0< Λ< + ∞时, 充分性得证.

必要性　定理1中已证 i)成立, 当0< Λ< + ∞时, 假设 ii) 不成立, 由引理2, 存在 Β(0< Β<

Λ
2

)及 Χ> 0, 使对任何 Y > 0, 存在满足条件

logy
″
j≥ (1+ Χ) logy

′
j , y

′
j > Y 的 y

′
j , y

″
j , y

″
j < y

′
j+ 1.

使对任何满足 y
′
j≤Ξn≤y

″
j 的 n , 有A n < [U (Ξn) ]Λ- 2Β. 于是, 当 y

′
j≤Ξn≤y

″
j 时, 仿定理1的证明,

有: 当 n 充分大时,

A ne
-

Ξn
r

co sΣ< exp [ (Λ- Β) logU (Ξn) -
Ξn

r
co sΣ]õexp [ - ΒlogU (Ξn) ]

≤exp [ (Λ- Β) logU (r) + B 1 (Β) ]õexp [ - ΒlogU (Ξn) ],

其中B 1 (Β)是与 Β有关的常数.

由 于 i) , 任给 Ε> 0, 存在 Y 0 > 0, 对任何 Ξn≥Y 0, A n < exp [ (Λ+ Ε) logU (Ξn ) ], 取 r
′
j , 使

(y
′
j ) 1+

Χ
2 =

r′j
co sΣK (Λ+ 2Ε) (1+ o (1) ) , ( j→∞) , 又取 Ε> 0, 使[ (Λ+ 2Ε) ö(1+

Χ
2

) ]< Λ- Γ(0< Γ<

Λ) , 则当 Y 0≤Ξn≤y
′
j 时, (取 j 充分大)

A ne
-

Ξn

r′j
co sΣ≤exp {B 2 (Ε) +

Λ- Γ

1+
Χ
2

log [U (r j )
1

1+ Χ
2

]}õexp [ - ΕlogU (Ξn) ].

因此, 存在C 1> 1, 对任何 n 只要 Ξn< y
′
j , 就有

A ne
-

Ξn

r′j
co sΣ≤C 1exp {B 2 (Ε) +

Λ- Γ

1+
Χ
2

log [U (r j )
1

1+ Χ
2

]}õexp [ - ΕlogU (Ξn) ],

其中B 2 (Ε)是与 Ε有关的常数, 当 Ξn≥y
″
j 时, 取 Y ″= (y

′
j ) 1+ Χ< y

″
j , 则

A ne
-

Ξn

r′j
co sΣ< exp [B 1 (Β) + (Λ- Β) logU (r

′
j ) ]õexp [ - ΒlogU (Ξn) ].

因此,

M (r, F )≤C 0∑
∞

n= 0
A ne-

Ξn- C2

r′j
co sΣ

= C 0e
C2

r′j
co sΣ[ ∑

0≤Ξn< y j

A ne-
Ξn

r′j
co sΣ + ∑

y′j≤Ξn< y″j

A ne-
Ξn

r′j
co sΣ + ∑

Ξn> y″j

A ne-
Ξn

r′j
co sΣ]

< m ax{C 1exp [B 2 (Ε) +
Λ - Γ

1 +
Χ
2

log (U (r′j )
1

1+ Χ
2

) ], exp [B 1 (Β) + (Λ - Β) logU (r′j ) ]}

　∑
∞

n= 0
exp [ - ΕlogU (Ξn) ]õ C 0e

C2co sΣ

r′j .
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由此即得:

lim
j→∞

[ log+
M (r

′
j , F ) ölogU (r

′
j ) ]≤m ax{Λ- Γ, Λ- Β}< Λ.

从而得到与题设矛盾的结果. 于是, 当0< Λ< + ∞时充分性得证. 当 Λ= + ∞时, 不难导出结

果.
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The Prox imate Zero Order (R) of the Genera l ized
Laplace-Stieltjes Tran sform

J iang S huz hen
(Changchun T eacher′s Co llege)

Abstract

In th is paper, w e in troduce the p rox im ate zero o rder (R ) of the genera lized L ap lace2
Stielt jes t ran sfo rm and get som e resu lts sim ila r to tha t fo r exponen t ia l series in [2 ].
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