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摘　要　在本篇文章中, 当 k= n, n- 1, n- 2, n- 3时, 决定了由丛空间RP (Νk+ 1) 的未

定向协边类所构成的群结构.
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§1　引　言

设 Γn- k (B O (k + 1) ) 是 n - k 维光滑闭流形V
n- k 上的实 k + 1 维向量丛 Νk+ 1 所构成的未

定向协边群, Γn 是 n 维未定向的 T hom 协边群. 定义 Ρk
n: Γn- k (B O (k + 1) ) → Γn 为一同态, 约定

每个 k + 1 维实向量丛 Νk+ 1 →V
n- k 的未定向协边类对应着R P (Νk+ 1) 的未定向协边类. 易知

Im Ρk
n 为Γn 的子群, Im Ρk

3 = ∑
n≥k

Im Ρk
n 为多项式代数Γ3 = ∑

n≥0
Γn 的理想. 在协边理论中, 对 Im Ρk

n 的

研究有着重要的意义. 当 k ≤ 7 时, 问题已解决 (见文[2 ], [ 3 ], [ 4 ], [ 5 ]). 可是, 随着 k 的增大,

问题变得更复杂. 本文引入一种计算方法, 决定了 Im Ρk
n (k = n , n - 1, n - 2, n - 3) 的群结构.

全文均在模2整数加群Z2 上讨论. R P ( l) 表示 l维实射影空间,W i (M
n) 表示n 维光滑闭流形M

n

的第 i 个 Stiefel2W h itney 示性类. [M n ] 表示M
n 的未定向协边类. 记 Ξ = ( i1, ⋯, ir) , ûΞû = i1

+ ⋯ + ir,W Ξ (M
n) 表示M

n 的示性类,W Ξ[M
n
] 表示M

n 的示性数.

§2　 预 　 备

设V
n- k 是 n - k 维光滑闭流形, Νk+ 1 →V

n- k 是实 k + 1 维向量丛, R P (Νk+ 1) →
p

V
n- k 是与之

联系的射影丛. 由[6 ] 知, H
3 (R P (Νk+ 1) ; Z2) 是以 1, c, ⋯, c

k 为基的自由 H
3 (V

n- k
; Z2) 2模, 其

中 c = W 1 (Κ) , Κ→R P (Νk+ 1) 为典范线丛, 并且R P (Νk+ 1) 的 Stiefel2W h itney 示性全类为

　W (R P (Νk+ 1) ) = W (V
n- k ) ( (1 + c) k+ 1 + v 1 (1 + c) k + ⋯ + v k (1 + c) + v k+ 1) , (1)
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其中c
k+ 1

+ v 1c
k
+ ⋯+ v kc + v k+ 1 = 0, v i = W i (Νk+ 1) , i = 1, ⋯, k + 1. 设Β∈H 3 (V

n- k
; Z2) ,

则有

　　　　　　　　Βc
i
[R P (Νk+ 1) ] =

0, 　若 i < k ,

W{ i- k Β[V
n- k

], 　若 i ≥ k ,
(2)

其中W{ 表示由W (Νk+ 1)W{ (Νk+ 1) = 1 决定的对偶示性类.

命题 2. 1　若Α∈ Im Ρ2m + 1
n , 则W ΞΑ= 0, 其中Ξ= (2i1 + 1, ⋯, 2is + 1, 2j 1, ⋯, 2j t) , ûΞû ≤

s + 2m.

证明　设 Α= [R P (Ν2m + 2) ]. 由 (1) 式知, 当 i ≥ 1 时, 有W i (R P (Ν2m + 2) ) = ∑
j

Βjc
k j , Βj ∈

H
tj (V

n- 2m - 1, Z2) , t j ≥ 1. 在上式中, 特别地, 当 i 为奇时, 必有 k j ≤ i - 1 (因 (1 + c) 2m + 2 中无

c
2h+ 1 项, 其中 0 ≤ 2h < 2m + 1). 因此, 有下式

W Ξ (R P (Ν2m + 2) ) = W 2i1+ 1⋯W 2is+ 1W 2j 1⋯W 2j t
(R P (Ν2m + 2) ) = ∑Βc

Η
,

其中一定有 Η满足 Η≤ 2i1 + ⋯ + 2is + 2j 1 + ⋯ + 2j t = ûΞû - s. 再根据 (2) 式, 当 Η≤ ûΞû
- s ≤ 2m 时, 可得W ΞΑ= 0. □

设 FN ( l) 表示正整数 l 中所含 2 的因子个数. 例如, FN (2
h) = h , FN (2k + 1) = 0. 易知

FN ( ) 具有如下一些性质:

(É )　若
p + 1

q + 1
≡ 0mod2,

p

q
≡ 1mod2, 则 FN (p + 1) > FN (q + 1) ; 若

p + 1

q + 1
≡

1mod2, 则 FN (p + 1) ≤ FN (q + 1) ; 若
p + 1

q + 1
≡

p

q
≡ 1mod2, 则 FN (p + 1) = FN (q +

1) ; 若 FN (p + 1) = FN (q + 1) , 则
p + 1

q + 1
≡

p

q
mod2 (注意这里使用公式

p + 1

q + 1
=

p + 1
q + 1

p

q
).

(Ê )　若 FN ( l i) ≥ FN ( l) , i ∈N (自然数集) , 则 FN ( l1 + l2 + ⋯) ≥ FN ( l).

(Ë )　若 FN ( l i) ≥ FN ( l1 + ⋯ + l t) , i = 1, ⋯, t, 则{ l i; i = 1, ⋯, t} 中必有奇数个项, 其

所含 2 的因子个数等于 FN ( l1 + ⋯ + l t).

(Ì )　{ l i; i = 1, ⋯, t} 中至多有偶数个项, 其所含 2 的因子个数小于 FN ( l1 + ⋯ + l t).

设 (n1, ⋯, nk+ 1) 是一组非负整数,

Κi →R P (n1) ×⋯×R P (n i) ×⋯×R P (nk+ 1)

是第 i 个因子上典范线丛的导出丛.

p : R P (n1, ⋯, nk+ 1) →R P (n1) ×⋯×R P (nk+ 1)

是由 Κ1 Ý ⋯ Ý Κk+ 1 所决定的射影空间丛, 其维数为 n = n1 + ⋯ + nk+ 1 + k. 由文[2 ] 知

W (R P (n1, ⋯, nk+ 1) ) = ∏
k+ 1

i= 1

(1 + a i)
n i+ 1 (1 + a i + c)

其中 a i = W 1 (Κ) , i = 1, ⋯, k + 1, c 为R P (n1, ⋯, nk+ 1) 上典范线丛的第一个 Stiefel2W h itney

类, 且满足关系 (a1 + c)⋯ (ak+ 1 + c) = 0. R P (n1, ⋯, nk+ 1) 在Γn 中为不可分解元的充要条件为

∑
k+ 1

i= 1

n - 1

n i

≡ 1mod2. 又从文[7 ] 知 a
r1
1 ⋯a

rk+ 1
k+ 1 c

n- r1- ⋯- rk+ 1 ≠ 0Ζ r i ≤ n i ( i = 1, ⋯, k + 1).
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由文[1 ] 知, ∑Im Ρk
n 作为Γ3 中的理想, 当 k < n 时, 可由Stong 流形R P (n1, ⋯, nk+ 1) 生

成, 因此有

引理 2. 2　若 Α∈ Im Ρk
n (k < n) , 则有

Α= ∑
j+ n1+ ⋯+ nk+ 1+ k= n

[M
j
] [R P (n1, ⋯, nk+ 1) ], 其中[M

j
] ∈ Γj.

§3　k = n 时的情形

定理 3. 1　 ( i) Im Ρ2m + 1
2m + 1 = {0} (平凡子群) ; 　 ( ii) { [R P (2m ) ]} 为 Im Ρ2m

2m 的一组可加基底,

即有 Im Ρ2m
2m = {Ε[R P (2m ) ]ûΕ∈ Z2}.

证明　设 Α∈ Im Ρ2m + 1
2m + 1. 由命题 2. 1 可得

W (2i1+ 1, ⋯, 2is+ 1, 2j 1, ⋯, 2j t
) Α= 0, 其中 s ≥ 1

当 s = 0 时, 因 dim Α= 2m + 1 为奇, 显然有W (2j 1, ⋯, 2j t
) Α= 0. 故 Α= 0. 定理 ( i) 获证.

设 Β = [R P (Ν2m + 1) ] ∈ Im Ρ2m
2m 且 Β≠ 0, 考虑

R P (2m ) →R P (Ν2m + 1) →V 0,

由文[2, 命题 8. 5 ], 易知 Β = [R P (Ν2m + 1) ] = [R P (2m ) ]. 故定理 ( ii) 得证. □

§4　k = n - 1 时的情形

引理 4. 1　[R P (1, 0, ⋯, 0
n- 1

) ] = 0.

证明　利用W (R P (1, 0, ⋯, 0
n- 1

) ) = (1 + a + c) (1 + c) n- 1, 其中 a2 = 0, cn + acn- 1 = 0.

考虑如下:

(É )　当 n = 2m + 1 时, 可有W 2i+ 1 (R P ( (1, 0, ⋯, 0
2m

) ) = (a + c) c
2i m

i
,W 2j (R P ( (1,

0, ⋯, 0
2m

) ) = c
2j m

j
. 注意此时 dimR P ( (1, 0, ⋯, 0

2m

) = 2m + 1 为奇, 故当 s = 0 或为偶时, 显然

有W Ξ[R P (1, 0, ⋯, 0
2m

) ] = 0, 其中 Ξ = (2i1 + 1, ⋯, 2is + 1, 2j 1, ⋯, 2j t). 当 s 为奇时, 由 a 2 = 0

及 c
2m + 1 + ac

2m = 0, 易知W Ξ[R P (1, 0, ⋯, 0
2m

) ] = 0, 故可得[R P (1, 0, ⋯, 0
2m

) ] = 0.

(Ê )　 当 n = 2m + 2 时, 知 [R P (1, 0, ⋯, 0
2m + 1

) ] ∈ Im Ρ2m + 1
2m + 2. 根据命题 2. 1, 得W Ξ[R P (1,

0, ⋯, 0
2m + 1

) ] = 0, 其中Ξ= (2i1 + 1, ⋯, 2is + 1, 2j 1, ⋯, 2j t) 及 s≥2. 当 s = 1时, 因为d im [R P (1,

0, ⋯, 0
2m + 1

) ] = 2m + 2 为偶, 显然有W Ξ[R P (1, 0, ⋯, 0
2m + 1

) ] = 0. 故只需考虑 s = 0 时的情形. 直接

计算可知

　W (2j 1, ⋯, 2j t
) (R P (1, 0, ⋯, 0

2m + 1

) ) = c
(2j 1- 1) + ⋯+ (2j t- 1)∏

t

h= 1

m + 1

j h

c + a
m

j h - 1
.
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分如下三种情况讨论:

1°　当
m + 1

j h

; h = 1, ⋯, t 中至少有两个为 0 时, 显然可得

W (2j 1, ⋯, 2j t
) [R P (1, 0, ⋯, 0

2m + 1

) ] = 0.

2°　当
m + 1

j h

; h = 1, ⋯, t 中仅有一个为 0 时, 不妨设
m + 1

j 1

= 0, 则一定有

m

j 1 - 1
= 0. 若否, 即

m

j 1 - 1
= 1, 利用 FN ( ) 的性质, 可知 FN (m + 1) > FN ( j 1) , 以及

FN (m + 1) ≤ FN ( j r) (r = 2, ⋯, t). 再由m + 1 = j 1 + ⋯ + j t, 推出 FN (m + 1 - ( j 2 + ⋯

+ j t) ) = FN ( j 1) < FN (m + 1) 以及FN (m + 1 - ( j 2 + ⋯ + j t) ) ≥FN (m + 1). 显然矛盾.

故有
m

j 1 - 1
= 0. 因此可得

W (2j 1, ⋯, 2j t
) [R P (1, 0, ⋯, 0

2m + 1

) ] = 0.

3°　当
m + 1

j h

; h = 1, ⋯, t 中均为 1时, 可得FN (m + 1) ≤FN ( j h) , h = 1, ⋯, t. 再由

m + 1 = j 1 + ⋯ + j t. 可知{ j h: h = 1, ⋯, t} 中必有奇数个项, 其所含 2 的因子个数等于 FN (m

+ 1) , 这蕴含着
m

j h - 1
; h = 1, ⋯, t 中有奇数个等于 1. 易知有

W (2j 1, ⋯, 2j t
) [R P (1, 0, ⋯, 0

2m + 1

) ] = 0.

综上所述, 得[R P (1, 0, ⋯, 0
n- 1

) ] = 0. □

定理 4. 2　 Im Ρn- 1
n = {0}.

证明　设 Α∈ Im Ρn- 1
n , 利用引理 2. 2, 有 Α= Ε[R P (1, 0, ⋯, 0

n- 1

) ], Ε∈ Z2. 再由引理 4. 1 知

Α= 0. □

§5　k = n - 2 时的情形

同引理 4. 1 证明方法一样, 可得

引理 5. 1　[R P (1, 1, 0, ⋯, 0
2m

) ] = 0, [R P (2, 0, ⋯, 0
4m + 1

) ] = 0.

定理 5. 2　 ( i) Im Ρ4m + 1
4m + 3 = {0}; 　 ( ii) { [R P (2, 0, ⋯, 0

4m + 3

) ]} 为 Im Ρ4m + 3
4m + 5 的一组可加基底;

( iii) { [R P (2, 0, ⋯, 0
2m

) ], [R P (1, 1, 0, ⋯, 0
2m - 1

) ]} 为 Im Ρ2m
2m + 2 的一组可加基底.

证明　设 Α∈ Im Ρn- 2
n . 利用引理 2. 2 及定理 4. 2, 有 Α= Ε1 [R P (2, 0, ⋯, 0

n- 2

) ] + Ε2 [R P (1,

1, 0, ⋯, 0
n- 3

) ], Εi ∈ Z2, i = 1, 2. 直接计算可知S 4m + 5 [R P (2, 0, ⋯, 0
4m + 3

) ] = 1, 再由引理 5. 1, 得 ( i) ,
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( ii) 成立. 为了证明 ( iii) , 需证[R P (2, 0, ⋯, 0
2m

) ], [R P (1, 1, 0, ⋯, 0
2m - 1

) ] 是线性独立的. 令

l1 [R P (2, 0, ⋯, 0
2m

) ] + l2 [R P (1, 1, 0, ⋯, 0
2m - 1

) ] = 0, l i ∈ Z2, i = 1, 2.

通过计算可得

(a)　 当m = 2h 时, S 4h+ 2 [R P (2, 0, ⋯, 0
4h

) ] = 0, 但有W
4h+ 2
1 [R P (2, 0, ⋯, 0

4h

) ] = 1, 知

[R P (2, 0, ⋯, 0
4h

) ] 为可分解的非零元. S 4h+ 2 [R P (1, 1, 0, ⋯, 0
4h- 1

) ] = 1, 知[R P (1, 1, 0, ⋯, 0
4h- 1

) ] 为

不可分解元.

(b)　当m = 2h + 1 时, S 4h+ 4 [R P (2, 0, ⋯, 0
4h+ 2

) ] = S 4h+ 4 [R P (1, 1, 0, ⋯, 0
4h+ 1

) ] = 1, 但

W 4W 4h [R P (2, 0, ⋯, 0
4h+ 2

) ] = 0,W 4W 4h [R P (1, 1, 0, ⋯, 0
4h+ 1

) ] = 1.

从 (a) , (b) 中可得 l i = 0, i = 1, 2. 故 ( iii) 成立. □

§6　k = n - 3 时的情形

利用引理 4. 1 的证明方法及命题 2. 1, 可得

引理 6. 1　[R P (3, 0, ⋯, 0
2m

) ] = [R P (1, 1, 1, 0, ⋯, 0
2m - 2

) ] = 0, [R P (1, 1, 1, 0, ⋯, 0
4m + 1

) ] = 0,

[R P (3, 0, ⋯, 0
8m + 1

) ] = 0.

在上文讨论中, 可以用引理 4. 1 的方法证明 Stong 流形协边于零. 同样的方法也可以证明

两个 Stong 流形是协边的.

引理 6. 2　[R P (3, 0, ⋯, 0
2m + 1

) ] = [R P (2, 1, 0, ⋯, 0
2m

) ]; [R P (3, 0, ⋯, 0
8m + 5

) ] = [R P (1, 1, 1,

0, ⋯, 0
8m + 3

) ].

证明　令Α= [R P (3, 0, ⋯, 0
2m + 1

) ], Β= [R P (2, 1, 0, ⋯, 0
2m

) ]. 由W (R P (3, 0, ⋯, 0
2m + 1

) ) = (1 +

a + (ac + c2) ) (1 + c) 2m , a4 = 0 以及W (R P (2, 1, 0, ⋯, 0
2m

) ) = (1 + a1) 3 (1 + a1 + c) (1 + a2

+ c) (1 + c) 2m
, a

3
1 = 0, a

2
2 = 0, 对于W Ξ = W (2i1+ 1, ⋯, 2is+ 1, 2j1, ⋯, 2j t

) , 有

W Ξ (R P (3, 0, ⋯, 0
2m + 1

) ) = a
s
c

2 2
s

x = 1
ix + 2 2

t

y = 1
jy - t

∏
s

x = 1

m

ix
∏

t

y = 1

m + 1

j y

c + a
m

j y - 1
,

W Ξ (R P (2, 1, 0, ⋯, 0
2m

) ) = ∏
s

x = 1

a2c
2ix

m

ix

+ (a
2
1c + a1a2c + a1c

2) c
2ix - 2 m

ix - 1
×

　∏
t

y = 1
c

2jy - 3 m + 1

j y

c
3

+ (a1c2 + a2c
2)

m

j y - 1
+ (a

2
1a2 + a

2
1c)

m

j y - 2
.

因 Α, Β∈ Im Ρ2m + 1
2m + 4, 利用命题 2. 1, 当 s ≥ 4 时, 有W ΞΑ= W ΞΒ= 0. 当 s = 1, 3 时, 显然有W ΞΑ=

W ΞΒ = 0. 故只需讨论 s = 0, 2 时的情形.

(É )　当 s = 2, t ≥ 1 时

—983—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



1°　 当
m

i1

=
m

i2

= 0 时, 显 然 有 W ΞΑ = 0. 对 Β 如 下 考 虑: ( i) 当

m + 1

j y

; y = 1, ⋯, t 中至少有一个为 0 时, 易知W ΞΒ = 0; 　 ( ii) 当
m + 1

j y

= 1, y = 1,

⋯, t 时, 若
m

i1 - 1
,

m

i2 - 1
至少有一个为 0 时, 显然W ΞΒ = 0; 若

m

i1 - 1
=

m

i2 - 1
= 1,

则
m

j y - 1
; y = 1, ⋯, t 中必有奇数个为 1 (同引理 4. 1中 3°一样情形) , 易知此时W ΞΒ= 0.

2°　当
m

i1

≠
m

i2

时, 不妨设
m

i1

= 0,
m

i2

= 1. 显然有W ΞΑ= 0. 考虑 Β 如下: ( i) 当

m

i1 - 1
= 0 时, 显然有W ΞΒ= 0. 　 ( ii) 当

m

i1 - 1
= 1 且

m + 1

j y

; y = 1, ⋯, t 中至少有

一个为 0 时, 易知W ΞΒ = 0. 　 ( iii) 当
m

i1 - 1
=

m + 1

j y

(y = 1, ⋯, t) = 1 时, 则必有

m

i2 - 1
= 0. 因

m + 1

i1

=
m

i1 - 1
= 1, 故 FN (m + 1) = FN ( i1). 又 FN (m + 1) ≤

FN ( j y ) (y = 1, ⋯, t) , 由 i2 = m + 1 - ( i1 + j 1 + ⋯ + j t) 可知 FN (m + 1) ≤ FN ( i2). 若

FN ( i2) = FN (m + 1) , 可得
m + 1

i2

=
m

i2 - 1
, 推出

m

i2

= 0 ≠ 1 矛盾. 故只有 FN (m + 1)

< FN ( i2) , 即
m

i2 - 1
= 0. 由此知W ΞΒ = 0.

3°　当
m

i1

=
m

i2

= 1 时, 分如下情形: ( i) 当
m + 1

i1

=
m + 1

i2

= 1 时, 即
m

i1 - 1
=

m

i2 - 1
= 0. 显然W ΞΒ= 0. 对Α考虑如下: (a) 当

m + 1

j y

; y = 1, ⋯, t 至少有一个为0时,

易知W ΞΑ= 0. 　 (b) 当
m + 1

j y

= 1 (y = 1, ⋯, t) 时, 则有
m

j y - 1
; y = 1, ⋯, t 中有奇数

个等于 1 (同引理 4. 1 (3°) 一样讨论, 注意利用
m

i1 - 1
=

m

i2 - 1
= 0) , 易有W ΞΑ= 0. 　 ( ii)

当
m + 1

i1

≠
m + 1

i2

时, 不 妨 设
m + 1

i1

= 0,
m + 1

i2

= 1. 讨 论 如 下: (a) 当

m + 1

j y

; y = 1, ⋯, t 中 至 少 有 两 个 为 0 时, 显 然 W ΞΑ = W ΞΒ = 0. 　 (b) 当

m + 1

j y

; y = 1, ⋯, t 中仅有一个为0时, 不妨设
m + 1

j 1

= 0. 若
m

j 1 - 1
= 0, 易知W ΞΑ=

W ΞΒ = 0; 若
m

j 1 - 1
= 1, 则可得W ΞΑ= W ΞΒ= 1. 　 (c) 当

m + 1

j y

= 1 (y = 1, ⋯, t) 时, 此

种情形不存在. 因
m + 1

i2

= 1, 由 i1 = m + 1 - ( i2 + j 1 + ⋯ + j t) 可得 FN (m + 1) ≤

FN ( i1). 又因
m + 1

i1

= 0,
m

i1 - 1
= 1, 知 FN (m + 1) > FN ( i1) 矛盾. ( iii) 当

m + 1

i1

=
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m + 1

i2

= 0, 即
m

i1 - 1
=

m

i2 - 1
= 1. 考虑如下: (a) 当

m + 1

j y

; y = 1, ⋯t 中至少

有一个为 0 时, 易知 W ΞΑ = W ΞΒ = 0. 　 (b) 当
m + 1

j y

= 1 (y = 1, ⋯, t) 时. 若

m

j y - 1
; y = 1, ⋯, t 中 有 奇 数 个 为 1 时, 易 知 W ΞΑ = W ΞΒ = 0; 若

m

j y - 1
; y = 1, ⋯, t 中有偶数个为 1 时, 易有W ΞΑ= W ΞΒ = 1.

(Ê )　当 s = 2, t = 0 时, 易有

1°　当
m

i1

,
m

i2

至少有一个为 0 时, 则有W ΞΑ= W ΞΒ = 0. 此时不存在
m

i1 - 1
=

m

i2 - 1
= 1 的情形. 　2°当

m

i1

=
m

i2

= 1 时, 则有W ΞΑ= W ΞΒ = 1. 注意此时不存在

m + 1

i1

≠
m + 1

i2

和
m + 1

i1

=
m + 1

i2

= 1 的情形.

综合 (É ) , (Ê ) 的结果可得, 当 s = 2 时, 有W Ξ (Α+ Β) = 0; 当 s = 0 时, 同上述讨论方法

一样, 有W Ξ (Α+ Β) = 0. 故 Α= Β. 同样的方法, 可以证明 [R P (3, 0, ⋯, 0
8m + 5

) ] = [R P (1, 1, 1,

0, ⋯, 0
8m + 3

) ].

从引理 6. 1, 6. 2 可得

推论 6. 3　[R P (2, 1, 0, ⋯, 0
8m

) ] = 0, [R P (2, 1, 0, ⋯, 0
8m + 4

) ] = [R P (1, 1, 1, 0, ⋯, 0
8m + 3

) ].

定理 6. 4　 ( i) { [R P (2, 1, 0, ⋯, 0
2m - 1

) ]} 为 Im Ρ2m
2m + 3 的一组可加基底, 其中 m ≥ 1; 　 ( ii)

{ [R P (3, 0, ⋯, 0
4m + 3

) ]} 为 Im Ρ4m + 3
4m + 6 的一组可加基底; 　 ( iii) { [R P (1, 1, 1, 0, ⋯, 0

4m - 1

) ]} 为 Im Ρ4m + 1
4m + 4 的

一组可加基底, 其中m ≥ 1.

证明　设 Α∈ Im Ρn- 3
n , 利用引理 2. 2, 定理 4. 2 及 Γ1 = {0}, 则有

Α= Ε1 [R P (3, 0, ⋯, 0
n- 3

) ] + Ε2 [R P (2, 1, 0, ⋯, 0
n- 4

) ] + Ε3 [R P (1, 1, 1, 0, ⋯, 0
n- 5

) ],

其中 Εi ∈ Z2, i = 1, 2, 3. 根据引理 6. 1, 6. 2 及推论 6. 3, 有

1°　 当 n = 2m + 3 (m ≥ 1) 时, Α= Ε2 [R P (2, 1, 0, ⋯, 0
2m - 1

) ]. 直接计算可得, 当m = 2h + 1

时, S 4h+ 5 [R P (2, 1, 0, ⋯, 0
4h+ 1

) ] = 1; 当 m = 2h 时, S 4h+ 3 [R P (2, 1, 0, ⋯, 0
4h- 1

) ] = 0, 但 有

W
4h- 2
1 S 5 [R P (2, 1, 0, ⋯, 0

4h- 1

) ] = 1, 知[R P (2, 1, 0, ⋯, 0
4h- 1

) ] 为可分解的非零元. 故定理 ( i) 成立.

2°　 当 n = 4m + 6 时, Α= Ε1 [R P (3, 0, ⋯, 0
4m + 3

) ]. 直接计算有 S 4m + 6 [R P (3, 0, ⋯, 0
4m + 3

) ] = 1,

知[R P (3, 0, ⋯, 0
4m + 3

) ] 为不可分解元. 故定理 ( ii) 成立.

3°　 当 n = 4m + 4 时 (m ≥ 1) , 有 Α= Ε′3 [R P (1, 1, 1, 0, ⋯, 0
4m - 1

) ]. 直接计算有S 4m + 4 [R P (1,
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1, 1, 0, ⋯, 0
4m - 1

) ] = 0, 但有W
2m + 2
2 [R P (1, 1, 1, 0, ⋯, 0

4m - 1

) ] = 1, 可知[R P (1, 1, 1, 0, ⋯, 0
4m - 1

) ]为可分

解的非零元. 故定理 ( iii) 成立. □

注 　因 Im Ρ0
3 < Γ3 = {0}, 得 Im Ρ0

3 = {0}, 又 Im Ρ1
4 = {0}, 故此 Im Ρn- 3

n 的群结构完全决定.
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The Group Sturcture of the Unor ien ted Bord ism

of Bundle Space RP (Νk+ 1)
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Abstract

In th is paper, w hen k = n , n - 1, n - 2, n - 3 , w e determ ine the group structu re fo rm ed

by the uno rien ted bo rd ism class of bundle space R P (Νk+ 1) .

Keywords　group structu re, bundle space, stong m an ifo ld, characterist ic class.
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