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关 于 NF-环 的 构 造
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摘　要　研究了无限的N F2环及有限的N F2环, 并且给出了有限N F2环的构造.
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本文所说的环R 均指结合环; 所说环中元素 a 的阶, 均指 a 在R 的加群 (R , + ) 中的阶, 并

用 ûaû 表示. 又常用 Z n 表示以正整数 n 为模的剩余类环.

定义 1　 设R 是一个环. 如果R 无非平凡子环, 或者R 的所有非平凡子环都是域, 则称R

是一个N F2环.

R 的非平凡子环有时也称为R 的真子环.

显然, 一阶环和素阶环均为N F2环; 又任何有限域都是N F2环, 因为它如果有非平凡子

环, 则其非平凡子环便是无零因子的有限环, 从而必为域.

§1　 关于无限 NF- 环

定理 1　 设R 是一个N F2环. 如果R 有零因子, 则R 必为有限环.

证明　若不然, 设R 为无限环, 则由[3 ] 知, R 必有真子环. 但因R 是N F2环, 故其任何真

子环都是域, 从而R 必含有素域.

如果 R 中有素域 F 的特征数为∞, 则 F 与有理数域Q 同构. 但Q 有整数环 Z 为其非域真

子环, 从而R 有与Z 同构的非域真子环, 这与R 是N F2环矛盾. 因此, R 中每个素域的特征数都

必为素数.

由于R 有零因子, 故在R 中存在元素 a ≠ 0, b ≠ 0 而 ab = 0. 令

S i = {na iûn ∈ Z }, 　i = 1, 2, 3, ⋯,

则显然 S = ∑
∞

i= 1
S i 是R 的一个非零子环. 又 b | S , 因若 b ∈ S , 则令

b = ∑
k

i= 1
n ia

i, 　n i ∈ Z.

右乘以 b, 得 b2 = 0. 于是零乘环

—724—

Ξ 1994年11月14日收到.

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



〈b〉= {nbûn ∈ Z }

是 R 的一个非域真子环 (因为R 含有素域, 故〈b〉≠R ) , 这与R 是N F2环矛盾. 因此 b | S , 即

S 是N F2环R 的一个真子环, 从而 S 为域. 于是 S 含有素域 F 1, 设其特征数为素数 p , 且

F 1 = {0, e1, 2e1, ⋯, (p - 1) e1},

其中 e1 是 F 1 的单位元, 当然也是域 S 的单位元. 又因 a ∈ S , 故在域 S 中有

aa - 1 = a - 1a = e1.

同理, 令

S ′
i = {nbiûn ∈ Z }, 　i = 1, 2, 3, ⋯,

则 S ′= ∑
∞

i= 1

S ′
i 也是N F2环R 的真子环, 从而也是域. 设 S ′含有的素域为

F 2 = {0, e2, 2e2, ⋯, (q - 1) e2},

其中 q 为素数, e2 是 F 2 与 S ′的单位元, 且在 S ′中有

bb- 1 = b- 1b = e2.

由上可得 e1e2 = a - 1abb- 1 = 0, 从而可知直和 F 1 Ý F 2 是R 的一个 p q 阶非域真子环 (因为

假设R 是无限环) , 这与R 是N F2环矛盾. 因此, R 必为有限环.

§2　 有限 NF- 环的构造

为了进一步讨论有限N F2环, 本节先介绍和证明四个引理.

定义 2　 一个环称为循环环, 如果其加群是一个循环群.

引理 1
[ 1 ]　循环环的子加群是 (循环) 子环, 也是理想.

引理 2
[ 1 ]　n 阶循环环R = 〈a〉有且仅有 T (n) 个子环, 并且其中有 2

Ω(n) - Ω(k , n) 个是有单位

元的. 其中 T (n) 为正整数 n 的正因数个数, a2 = ka , Ω(n) 是 n 的不同素因子的个数, Ω(k , n) 是

k 与 n 的最大公因数的不同素因子的个数.

特别, 有单位元的 n 阶循环环的每个子环都有单位元 Ζ 对任意素数 p , 都有 p 2ùn.

引理 3　n 阶循环环 R 是域的充分与必要条件是, n 为素数且 R 不是零乘环.

证明　设R = 〈a〉= {0, a , 2a , ⋯, (n - 1) a}, 且

ûaû = n , a2 = ka , 　0 ≤ k < n.

如果R 是域, 则R 当然不能是零乘环; 又若 n 为合数, 令

n = n1n2, 1 ≤ n i < n , i = 1, 2.

则 n1a ≠ 0, n2a ≠ 0, 但是 n1a õ n2a = na2 = 0, 这同R 是域矛盾, 故 n 必为素数.

反之, 如果R 不是零乘环且 n = p 是素数, 则 k ≠ 0. 这样, 若

sa õ ta = sta2 = stka = 0,

则 p ûstk. 但 (p , k ) = 1, 故 p ûst. 从而 p ûs 或 p û t, 亦即 sa = 0 或 ta = 0. 即R 无零因子, 因此R

是域.

引理 4　设R 是一个阶大于 1 的环. 则R 只有平凡子环的充分与必要条件是 ûR û 为素数.

证明　充分性显然, 下证必要性.

设R 只有平凡子环, 则由[3 ] 知, R 必为有限环. 设 ûR û = n > 1, p 是 n 的任意一个素因数
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且 n = p n′, 则

S = {x ûx ∈R , p x = 0}

是R 的一个非零子环, 从而 S = R.

若 n′> 1, 且 n′有异于 p 的素因数 q, 则由 sylow 定理知, R (即 S ) 中有阶为 q 的元素, 但

这是不可能的. 因此, n′只能有素因数 p. 于是可设

n = p
k
, 其中 k > 1.

1)　若R 无零因子, 则R 为 p
k 阶域. 设 e 为其单位元, 则素域

S 1 = {0, e, 2e, ⋯, (p - 1) e}

是R 的非平凡子环, 这与R 只有平凡子环矛盾.

2)　若R 有零因子, 则在R 中有元素 a ≠ 0, b ≠ 0, 而 ab = 0. 于是

S 2 = {x ûx ∈R , ax = 0}

是R 的一个非零子环, 故 S 2 = R. 于是 a2 = 0. 这样

S 3 = {0, a , 2a , ⋯, (p - 1) a}

便是R 的一个 p 阶零乘环, 它是R 的一个非平凡子环, 这与R 只有平凡子环矛盾.

因此 n′= 1, 即 ûR û = n = p 为素数.

定理 2　设R 是阶大于 1 的有限N F2环, 则R 为域或 ûR û = p 与 ûR û = p 1p 2, 其中 p , p 1

与 p 2 均为素数.

证明　1) 若 ûR û = p
k1
1 p

k2
2 p

k3
3 m , 其中 p 1, p 2, p 3 为互异素数, k i ≥ 1, i = 1, 2, 3. 则易知

S 1 = {x ûx ∈R , p 1x = 0}, S 2 = {x ûx ∈R , p 2x = 0}

是R 的两个子环且 S 1 ∩ S 2 = {0}, 故有直和 S = S 1 Ý S 2.

由于R 中有阶为 p 1 和 p 2 的元素, 故 ûS û ≥ p 1p 2, 从而 S ≠ {0}.

又若 S = R , 则在 S 中将有阶为 p 3 的元素 b, 令

b = b1 + b2, bi ∈ S i, i = 1, 2.

于是

p 1p 2b = p 1p 2b1 + p 1p 2b2 = 0, p 3ûp 1p 2.

这与 p 1, p 2, p 3 是互异的素数矛盾, 故 S ≠R.

因此, S 是R 的一个非平凡子环.

又由于S 有零因子, 从而S 是R 的一个非域真子环. 这与R 是N F2环矛盾. 因此, R 的阶不

能有三个和三个以上互异的素因数.

2)　设 ûR û = p
k1
1 p

k2
2 , 其中 p 1 与 p 2 为互异素数, 且 k 1 ≥ 2, k 2 ≥ 1.

令 S 1, S 2 如上, 则此时同样有S 1 ∩S 2 = {0}. 又易知S 1 是R 的一个非平凡子环, 从而为域.

令 F 是它的素域, 则由于 k 1 ≥ 2 且易知 ûS 2û ≤ p
k2
2 , 故

ûF Ý S 2û ≤ p 1p
k2
2 < p

k1
1 p

k2
2 = ûR û ,

从而直和 F Ý S 2 是R 的一个非域真子环. 这也与 R 是N F2环矛盾.

3)　设 ûR û = p
k , 其中 p 是素数, 且 k ≥ 3.

若R 不是域, 则R 必含有零因子, 从而在 R 中存在元素 a ≠ 0, b ≠ 0, 而 ab = 0. 令

S i = {na
iûn ∈ Z }, 　i = 1, 2, 3, ⋯,
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则类似于定理1中的证明, 可知S = ∑
∞

i= 1

S i 是R 的一个非平凡子环, 从而为域. 令F 1 为它的素

域, 则 ûF 1û = p.

同理, 令 S ′
i = {nb

iûn ∈ Z }, i = 1, 2, 3, ⋯, 则 S ′= ∑
∞

i= 1
S ′

i 也是R 的一个非平凡子环, 从而

也是域. 令 F 2 为其素域, 则 ûF 2û = p.

由于 S ∩ S ′= {0}, 从而 F 1 ∩ F 2 = {0}. 由于 ûR û = p
k
, 而 k ≥ 3, 故 F 1 Ý F 2 是R 的一

个阶为 p 2 的非域真子环. 这与R 是N F2环矛盾. 因此, R 必为域.

综上所述, 阶大于 1 的有限N F2环只能是域, 或 ûR û = p 与 ûR û = p 1p 2. □

本文开头已指出, 凡有限域必为N F2环; 又一阶和素阶环也是N F2环, 而且由引理 4知, 这

是仅有的无真子环的N F2环. 下面将进一步考虑, 阶为二素数之积的环是N F2环的条件.

定理 3　 设R 是环, 且 ûR û = n = p 1p 2, 其中 p 1 与 p 2 是互异素数. 则R 是N F2环的充分

与必要条件是R 有单位元.

证明　由于 ûR û = p 1p 2, 故由 sy low 定理知, R 中有阶为 p 1 和 p 2 的元素; 又由于 p 1 与 p 2

是互异素数, 故R 中有阶为 p 1p 2 的元素. 设 a 是这样的一个元素, 则由[1 ] 知, R = 〈a〉是由 a

生成的 p 1p 2 阶循环环.

1)　若R 有单位元, 则由引理 1 与引理 2 知, R 有 T (p 1p 2) = 4 个子环, 且这 4 个子环都

是有单位元的循环环, 其阶分别为 1, p 1, p 2 和 p 1p 2. 除去平凡子环外, 其两个非平凡子环设为

S i = {0, ei, 2ei, ⋯, (p i - 1) e i}, 　i = 1, 2.

其中 ei 为S i 的单位元. 由引理 3 知, S 1 与S 2 都是域, 从而S i µ Z p i
, i = 1, 2. 因此, R 是N F2环.

2)　设R 为N F2环, 且 a2 = ka , 1 ≤ k < p 1p 2 (由于R 是N F2环, 故 k ≠ 0) , 则R 必有单

位元, 由[1 ] 知, 亦即必有 (k , p 1p 2) = 1. 因若不然, 不妨设 k = p 1, 则Ω(n) = 2, Ω(k , n) = 1, 于

是由引理 2 知, R 有

2
Ω(n) - Ω(k , n)

= 22- 1 = 2

个子环有单位元. 但R 共有 4 个子环, 从而R 有非平凡子环无单位元, 当然就不是域. 这与R 是

N F2环矛盾, 因此R 必有单位元. □

由此定理的证明, 易得

推论　若R 是 p 1p 2 阶N F2环, 其中 p 1 与 p 2 是互异素数, 则R 为二子域S 1 与S 2 的直和,

且

R = S 1 Ý S 2 µ Z p 1 Ý Z p 2 µ Z p 1p 2.

定理 4　设R 是一个 p 2 阶环, p 是一个素数. 则R 为N F2环的充分与必要条件是, R 为域

或R µ Z p Ý Z p.

证明　充分性是显然的, 下证必要性.

设R 为N F2环, 则首先 R 中不能有 p 2 阶元素. 因若不然, 设 a ∈R 且 ûaû = p 2, 则

〈p a〉= {0, p a , 2p a , ⋯, (p - 1) p a}

是R 的一个 p 阶子环, 而且是一个零乘环. 这与R 是N F2环矛盾. 因此, R 中所有非零元素的阶

均为 p.

如果R 不是域, 则R 必有零因子. 因此在 R 中存在元素 a ≠ 0, b ≠ 0 使 ab = 0. 于是 ûaû
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= ûbû = p. 令

S 1 = 〈a〉= {0, a , 2a , ⋯, (p - 1) a}, S 2 = 〈b〉= {0, b, 2b, ⋯, (p - 1) b}.

若 a2 = 0, 则S 1 是 p 阶零乘环, 从而是R 的一个非域真子环, 这与R 是N F2环矛盾, 故 a2 ≠ 0.

从而 ûa2û = p. 这样, 若 x ∈ S 1 ∩ S 2, 令

x = sa = tb, 　0 ≤ s < p , 0 ≤ t < p ,

则

a (sa) = a ( tb) , sa2 = t (ab) = 0.

于是 p ûs, s = 0. 从而 x = 0, S 1 ∩ S 2 = {0}. 这样一来, R 与 S 1 和 S 2, 作为加群和子加群, 有

R = S 1 Ý S 2.

由于 a2 ∈R , 故可令

a2 = k 1a + k 2b, 　0 ≤ k i < p ,

于是 a2b = k 1ab + k 2b2, k 2b2 = 0. 同上理, b2 ≠ 0, 从而 ûb2û = p. 于是 p ûk 2, k 2 = 0. 因此

a2 = k 1a ∈ S 1, 　1 ≤ k 1 < p.

这就是说, S 1 是R 的一个子环, 而且是一个 p 阶子环. 但由于R 是N F2环, 故S 1 为 p 阶域且S 1

µ Z p 1.

同理, S 2 也是R 的 p 阶子域且 S 2 µ Z p. 于是, 作为环, 有

R = S 1 Ý S 2 µ Z p Ý Z p.

这样, 定理 2, 3, 4 就完全弄清楚了有限N F2环的构造. 至于无限N F2环, 需要进一步研究

的是, 不知道是否存在这样的环. 当然, 由定理 1 知, 这种环如果存在的话, 必须是不含零因子

的.
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On the Structure of NF-R ings

Y ang Z ix u　　H ao X ium ei
(D ep t. of M ath. , Shandong F inance Institu te, J inan 250014)

Abstract

A n associa t ive ring R is ca lled a N F2R ing, if R has no non2t rivia l sub ring o r a ll the non2
t rivia l sub rings are fields. In th is paper, w e discu ss the p ropert ies of N F2R ings, and then

the structu re of fin ite N F2R ings.

Keywords　N F2ring, cyclic ring.
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