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有限可换主理想环上模理论可判定性及其复杂性
Ξ

薛　　锐
(山西师范大学计算中心, 临汾041004)

摘　要　本文利用初等等价的工具, 引用 Ehenfeuch t Gam e 理论, 证明了有限可换主

理想环上模的理论是可判定的, 并且判定过程的计算复杂性上界为2cn2
.
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设 R 是有限可换主理想环, 在语言L 中讨论 R2模的初等理论, 语言L = {+ ,õ, 1= ,

f Κ}, 其中 Κ∈R , f Κ是一元函数, R 2模理论 T R 的公理为模的公理.

定义1　设 n , k∈N , A , B 是两个结构, 说A , B 是 n2初等等价的, 如果对任意 aλk∈A
k
, bλk∈

B
k , 对任意量词深度≤n 的公式 F (xθk )满足 (A , aλk ) 4 F (xθk ) Ζ (B , bλk ) 4 F (xθk ).

把 n2初等等价的两个结构A , B 记为: (A , aλk ) ≡ (B , bλk ). 为了研究 R 2模理论, 先观察 R 2模
的一些结果, R 可分解成素数幂阶的环的直和R = Ý

p
R p , p 是素数, R p = {x ûx ∈R , 存在 n≥1使

p
n
x = 0}, 这里R p 的特征 char (R p ) = p

s
, s∈N , 并且R p 也是主理想环. 下面讨论 T R p

.

引理1　p 是素数, 任意 R p 2模是形如R p öpR p , R p öp
2
R p , ⋯, R p öp

s
R p 诸子模的直和.

证明　设M 为R p 2模, S = {R p x ûx ∈M ann (x ) = 0}. .

若 S ≠Á , 令A = { ∑
有限

R p x ûR p x ∈S }, Zo rn 引理保证了A 中存在关于序Β 的极大元 F 0=

Ý
x

R p x , 由于 ann (x ) = 0, 所以R p x ≌R p , 由 R p 是自内射模, 故知 F 0也是内射模, 由内射模的性

质, 可知存在M 的子模M 1, 使得M = F 0Ý M 1.

若 S = Á , 则取 F 0= 0,M 1= M . . 现在考虑M 1, Π x ∈M 1, 则 ann (x ) ≠0, 否则 F 0+ R p x =

F 0Ý R p x 与 F 0的极大性矛盾. 于是 p
s- 1

R p ϕ ann (x ) , 故可视 R p 2模M 1为R p öp
s- 1

R p 2模. 同上可

取到 F 1为R p öp
s- 1

R p 的直和, 使M 1= F 1Ý M 2; 如此下去, 最终可得:M = F 0Ý F 1Ý ⋯Ý F s- 1, 其

中 F i≌Ý R p öp
s- i

R p , i= 0, 1, ⋯, s- 1.

定理2　设R = R p 1Ý R p 2Ý ⋯Ý R p t
, 则任意 R 2模M , 可分解为形如 R p i

öp
si- j
i R p i

的直和 (1≤

i≤t) , p
si= char (R p i

) , 1≤j≤si.

证明　由引理1可得.

定理3　设 R p r
2模M k 是M = Ý

m

R l 的子模, 且由M 的 k 个元素生成的子模, 任取 a∈M k ,

则 p rx = a 在M k 中至多有 p
k
r 多个解, 其中 R l= R p r

öp
l
rR p r

(0≤l≤r).
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证明　先证明在M = Ý
m

R l 中 p rx = a 至多有 p
m
r 多个解. a= (a1, a2, ⋯, am ). 设方程 p x i

= a i 如果有解 x 0, 则 x 0+ p
l- 1
r R p r

öp
l
rR p r

中元素都是 p rx i= a i 的解, 亦即有 p r 个解. 于是 p rx = a

在M 中至多有 p
m
r 多个解. 由于 a∈M k 而M k 由 k 个元素生成因而 p rx = a 在M k 中至多有 p

k
r

多个解.

为了证明 T R 的可判定性, 现利用 Eh renfeuch t Gam e 理论进行讨论. Eh renfeuch t Gam e

是对两个结构M , N , 有两个 p layers: p layer É 和 p layer Ê , 他们各走 n 步, 第一步 p layer É
在M (或N ) 中选定一个元素 a1, p layer Ê 则在N (或M ) 中选定一元素 b1; 第二步同样先由É
选定 a2 (或 b2) , 再由Ê 选定 b2 (或 a2) ; 如此下去, 直到第 n 步, 这样就选定了一个序列〈a1, b1〉,

〈a2, b2〉, ⋯,〈an , bn〉. 若子结构 Str〈a1, a2, ⋯, an〉及 Str〈b1, b2, ⋯, bn〉在对 a l∴ bl 下为局部同构

的, 则说 p layer Ê 在此 Eh renfeuch t Gam e 中有必胜策略. 记此 Gam e 为G n (M ,N ).

定理4　设M = Ý
m

R p 任意给定正整数 n≤m , 记N = Ý
n

R p , 则G n (M ,N ). 对 p layer Ê 有必

胜策略.

证明　 (1) 对于p layer É 选定的M 中元素 a1, a1= (a11, a12, ⋯, a1m ) , 知N 中必有 b1, 使 b1

的阶数与 a1的阶数相同, p layer Ê 选定 b1.

(2)　假设p layer É 已选定 a1, a2, ⋯, ak , p layer Ê 已选定 b1, b2, ⋯, bk , 满足 a i∈M , bi∈N ,

并且存在M k = Str〈a1, a2, ⋯, ak〉到N k = Str〈b1, b2, ⋯, bk〉的同构 f , 使 f : a i∴bi, i= 1, 2, ⋯, k.

(3) 　对于 p layer É 任意选定的 ak+ 1∈M , ak+ 1为 p
t 阶的元素, 则 p

t
ak+ 1∈M k , 设 Λ是使

p
Λ
ak+ 1 ∈M k 的最小数, 则对任意元素 x ∈M k+ 1 = Str〈a1, a2, ⋯, ak+ 1〉. x 可以分解为 x = g +

qak+ 1其中 g∈M k , q∈{0, 1, 2, ⋯, p
Λ- 1

}. 易证此分解是由 x 唯一确定的.

Λ= 0时, ak+ 1∈M k 即M k+ 1= M k , 选取 f (ak+ 1) = bk+ 1∈N k 作为 p layer Ê 的选择.

Λ≠0时, 令 b= f (p
Λ
ak+ )∈N k , 那么方程 p x = b 在模N 中有 p

n 多个解, 由定理3可知 p x =

b 在N k 中至多有 p
k 个解, 因而至少有 p

n
- p

k (k < n ) 个解不在N k 中, 因此可以取到 c1∈N -

N k , 使 p c1= b, 同时可以取到 c2, c3, ⋯, cΛ 满足 p cΛ= cΛ- 1, p cΛ- 1= cΛ- 2, ⋯, p c2= c1, 这时 c2, c3,

⋯, cΛ 都不是N k 中元素. 否则若 cΛ∈N k ] cΛ- 1∈N k ] ⋯] c1∈N k 与 c1的取法不合. 取 bk+ 1=

cΛ,N k+ 1= Str〈b1, b2, ⋯, bk , bk+ 1〉, 由 bk+ 1取法可知, p
Λ
bk+ 1 = p c1 = b∈N k. 当 v < Λ时, p

v
bk+ 1 |

N k , 因为 p
v
bk+ 1= p

v
cΛ= cΛ- v | N k. N k+ 1中任意元素 y , y = g + g bk+ 1, q∈N k , 0≤q≤p

Λ
- 1. y 的

这种分解是唯一的, 从而可知M k+ 1= M k Ý p
Λ
R p ak+ 1, N k+ 1= N k Ý p

Λ
R p bk+ 1. 同构 f :M k→N k: a i

∴ bi ( i= 1, 2, ⋯, k ) 可以扩充为 fθ: a i∴ bi ( i= 1, 2, ⋯, k , k + 1) 是M k+ 1到N k+ 1的同构. 同样, 对

p layer É 任意选定的 b
′
k+ 1∈N , p layer Ê 可以找到 a

′
k+ 1∈M , 使得 fθ′: a i→bi, a

′
k+ 1→b

′
k+ 1, ( i= 1,

2, ⋯, k )成为 Str〈a1, a2, ⋯, ak , ak+ 1〉到 Str〈b1, b2, ⋯, bk , bk+ 1〉的同构.

由上述 (1)、(2)、(3)可知 p layer Ê 在 Eh renfeuch t Gam e G n (M ,N )中有必胜策略. 证毕.

引理5　A ,B 是两个模型, n , k∈N, aλk∈A
k
, bλk∈B

k
, 则 (A , aλk ) ≡

n+ 1
(B , bλk ) 充要条件是下述同

时成立:

1)　对A 中任意元素, ak+ 1, 有 bk+ 1∈B , 使得 (A , aλk+ 1)≡
n

(B , bλk+ 1)

2)　对B 中任意元素 bk+ 1, 有 ak+ 1∈A , 使得 (A , aλk+ 1)≡
n

(B , bλk+ 1).

此引理属于[1 ].
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推论1　令R p 2模M = Ý
m

R p , 对任意 n≤m ,N = Ý
n

R p , 则M ,N 是 n2初等等价的.

证明　由定理4及引理5可得.

用 T n (K )来表示语言L 的量词深度≤n 的语句集, 这些语句在模型类 K 中被满足. 令

M Λ(p ) = {Ý
m

p
Λ
R p ûm ∈N },N Λ(p ) = {Ý

v

p
Λ
R p ûv≤n}.

推论2　T n (M Λ (p ) ) = T n (N Λ(p ) ).

定理6　设M 1,M 2,N 是R 2模, 若 p layer Ê 在 Eh renfeuch t Gam e G n (M 1,M 2) 中有必胜策

略. 则在G n (M 1Ý N ,M 2Ý N )中也有必胜策略.

证明　设 p layer Ê 在 Gam e G n (M 1,M 2)中有必胜策略, 用归纳法证明 p layer Ê 在G n (M 1

Ý N ,M 2Ý N )中也有必胜策略, 设在第 l 次选择后, 有对应

f : a1+ c1∴b1+ c
′
1, a2+ c2∴b2+ c

′
2, ⋯, a l+ cl∴bl+ c

′
l,

使得

Str〈a1+ c1, a2+ c2, ⋯, a l+ cl〉≌
f

Str〈b1+ c
′
1, b2+ c

′
2, ⋯, bl+ c

′
l〉

对于M 1Ý N 中任意元素, a l+ 1+ cl+ 1, 由假设存在M 2中元素 bl+ 1, 使

Str〈a1, a2, ⋯, a l, a l+ 1〉≌
g

Str〈b1, b2, ⋯, bl, bl+ 1〉

g (a i) = bi, i= 1, 2, ⋯, l+ 1, p layer Ê 选取 bl+ 1+ cl+ 1, c
′
l+ 1= cl+ 1, 则

Str〈a1+ c1, a2+ c2, ⋯, a l+ 1+ cl+ 1〉≌
f ′

Str〈b1+ c
′
1, b2+ c

′
2, ⋯, bl+ 1+ cl+ 1〉,

f ′(a i+ ci) = bi+ c
′
i, 　i= 1, 2, ⋯, l+ 1.

由归纳法可知, p layer Ê 在 Gam e G n (M 1Ý N ,M 2Ý N )中有必胜策略. 证毕.

令M (p ) = {∑
有限

A Λû ∈M Λ(p ) , Λ∈N }; N (p ) = {∑
n

B ΛûB Λ ∈N Λ(p ) , Λ∈N }.

　　由定理6有下述结论:

推论3　T n (M (p ) ) = T n (N (p ) )

定理7　有限可换主理想环 R = Ý
t

i= 1
R p i, 则M (p i) 是 R p i

2模类, 并且 T n (M ) = T n (N ). 其中

M = {Ý
t

i= 1
A iûA i∈M (p i) }; N = {Ý

t

j = 1
B j ûB j∈N (p j ) }

利用定理6及推论2可以证明推论3. 同理可以证明定理7.

定理8　判定R 2模语言L 中任意量词深度 n 语句的可满足性至多需2
cn2

(c 是大于零的实

数)

证明　由于L 中任一语句化成前束标准只需多项式时间, 不妨假设 Υ= Q 1x 1Q 2x 2⋯Q nx nΩ
(x 1x 2⋯x n)具有前束形, Ω(x 1x 2⋯x n)不含量词,Q i∈{Π , ϖ }. 由定理7知, Υ∈T R Ζ Υ∈T n (M ) =

T n (N ).

由于任意模 ¡∈N Λ(p j ) , 有û¡û≤p
Λn
j ; 因而任意模 ¡∈N (p j ) , 有û¡û≤p

(1+ 2+ ⋯+ t) n
j ; 从而

任意模 ¡∈N , 有û¡û≤∏
j

p
rin
j ≤2

d , n
(d 1只与 char (R )有关).

于是要判定是否 Υ∈T n (N ) 至多需要ûN û2
d 1n
步, 又有ûN û= n

d 2 (d 2只与 char (R ) 有关) ; 因

而有判定 Υ∈T n (N )至多需要 n
d 2õ2

d 1n
≤2cn.

定理9　T R 是可判定的, 判定的计算复杂性上界≤2cn2

图灵步.
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证明　构造多带图灵机, 注意到 R 的有限性, R 中元素与N 中元素乘法至多需2
d 1nûR û

步, 加法至多需2d 1nõ2d 1n步, 因此消去一个Q i 至多需要2d 1nûR û + 22d 1n≤2cn步 (c> 0). 因此, 对长度

n 的语句判定, 至多需 (2cn) n= 2cn2

步.
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Abstract

By m ak ing u se of Eh renfeuch t Gam e theo ry, w e give a successfu l p rocedu re to decide

the theo ries of m odu les on fin itely p rincipa l idea l (P I) rings, and a lso the decision p rocess

upper bounds 2
cn2

.
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