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一类 扰 动 多 项 式 系 统 极 限 环
Ξ

陈　士　华
(武汉水利电力大学应用数学系, 430072)

摘　要　本文对一类多项式扰动系统的极限环进行了研究, 得到了极限环个数的上

界估计, 弥补了文献[ 2 ]主要定理的不足.
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考虑平面自治系统

xα= - y + ΕP n (y ) x

yα= x + ΕQ n (x ) y
(1) Ε

其中 P n (y ) = ∑
n

i= 0
a iy

i
,Q n (x ) = ∑

n

i= 0
bix

i 为实系数多项式. 显见 x = aco st, y = a sin t 是 (1) 0 过

点 (a , 0) 之轨线, 且 (1) 0 之任意轨线与射线L = { (x , y ) ûy = 0, x ≥ 0} 横截相交. 在L 上任取

一点A (a , 0) , 则当 0 < ûΕû ν 1 时, (1) Ε过A 之轨线必再次与L 相交, 设交点横坐标为 P (a) ,

由[1 ]

P (a) - a = M 1 (a) Ε+ o (Ε) ,

其中M 1 (a) = a2∫
2Π

0
[P n (a sin t) co s

2
t + Q n (aco st) sin

2
t ]d t. 当M 1 (a) ¢ 0 时, (1) Ε极限环个数之

上界B (n) 由M 1 (a) 的正零点个数 (重数计算在内) 决定, 从而易得B (n) ≤ [
n
2

] (此即文[2 ] 的

主要定理, 但[1 ] 遗漏了重要条件M 1 (a) ¢ 0). 当M 1 (a) ≡ 0 , 即

a2i + b2i = 0　 ( i = 1, 2, ⋯, [
n
2

]) (2)

时, 由[3 ]知:

P (a) - a = M 2 (a) Ε2
+ o (Ε2) ,

其中

M 2 (a) = - a2∫
2Π

0
[P n (a sin t) + Q n (aco st) ]∫

t

0
[P n (a sins) co s

2
s + Q n (aco ss) sin

2
s ]d sd t.

设

5 (a) =∫
2Π

0
[P n (a sin t) + Q n (aco st) ]∫

t

0
[P n (a sins) co s

2
s + Q n (aco ss) sin

2
s ]d sd t ¢ 0,
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则B (n)由 5 (a)之正根个数决定.

注意到

∫
2Π

0
sin

m
tco s

n
td t = 0　 (当m 或 n 为正奇数) , (3)

∫
2Π

0
sin2m

td t = ∫
2Π

0
co s2m

td t =
2Π(2m - 1) ! !

(2m ) ! !
　 (m 为自然数) , (4)

则有:

引理1　当m , n , k 为自然数, 且m 与 n 的奇偶性不同时

∫
2Π

0
(co s

2k
t - sin

2k
t)∫

t

0
sin

m
sco s

n
sd sd t = 0.

　　引理2　当m , n , k 为自然数, 则

∫
2Π

0
co s

2k- 1
t∫

t

0
sin

n
sco s

m
sd sd t

≠ 0　 (m 为偶数, n 为奇数) ,

= 0　 (其它)。

　　引理3　若m , n , k 为自然数, 则

∫
2Π

0
sin

2k- 1
t∫

t

0
sin

n
sco s

m
sd sd t

≠ 0　 (m 为奇数, n 为偶数) ,

= 0　 (其它).

　　由此可得

定理1　若 n≥3为自然数,M 1 (a)≡0, 且 5 (a) ¢ 0, 则当0< ûΕûν 1时,B (n)≤n- 2.

证明　由 (2)知 a2i= - b2i, 又当 n= 2m 时, 记 a2m + 1= b2m + 1= 0, 则由引理1, 引理2及引理3

得 5 (a) = I 1+ I 2+ I 3, 其中

I 1 =∫
2Π

0 ∑
[ n

2 ]

i= 0
b2ia

2i (co s
2i

t - sin
2i

t)∫
t

0∑
[ n

2 ]

i= 0
b2ia

2i (co s
2i

ssin
2
s - sin

2i
sco s

2
s) d sd t,

I 2 = ∫
2Π

0 ∑
[ n

2 ]

i= 0
b2i+ 1a

2i+ 1
co s

2i+ 1
t∫

t

0∑
[ n

2 ]

i= 0
a2i+ 1a

2i+ 1
sin

2i+ 1
sco s

2
sd sd t,

I 3 = ∫
2Π

0 ∑
[ n

2 ]

i= 0
a2i+ 1a

2i+ 1
sin

2i+ 1
t∫

t

0∑
[ n

2 ]

i= 0
b2i+ 1a

2i+ 1
co s

2i+ 1
ssin

2
sd sd t.

由此可见 5 (a)是 a 的2n 次多项式, 奇次项系数为0, 常数项为0, a
2项之系数为

b0b2∫
2Π

0
(co s2 - sin2

t)∫
t

0
(sin2

s - co s2
s) d sd t + a1b1∫

2Π

0

1
3

(sin4 - co s4
t) d t = 0. .

从而由多项式知识, 5 (a)至多有 (n- 2)个正零点, 故有B (n)≤n- 2. 证毕.

注1　对于文[2 ]所讨论的自治系统

xα= - y ,

yα= x + ΕQ n (x ) y ,

如果M 1 (a)≡0, 则 b2i= 0 ( i= 0, 1, 2, ⋯, [
n
2

]) , 从而利用对称原理知O (0, 0)是中心.

注2　定理1仅在M 1 (a)≡0,M 2 (a ) ¢ 0时成立, 若M 1 (a ) ≡0,M 2 (a ) ≡0, 例如 (1) Ε 中 n=

1, n= 2时, 则需另行研究. 下面仅对 n= 1进行研究, n= 2时可用相同方法研究 (略去).

n= 1时, 若M 1 (a)≡0, 则 (1) Ε可表为
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xα= - y + Ε(- Α+ b1y ) x ,

yα= x + Ε(Α+ b2x ) y.
(5)

　　定理2　当 Α= 0或 b
2
1= b

2
2且1- Ε2Α2> 0时, (5)的奇点O (0, 0)是中心.

证明　若 Α= 0, 则 (5)可写出通积分, 由此易知O (0, 0)是中心. 若 Α≠0, 令 u= x + y , v = x

- y , 则 (5)化为

uα= (1- ΕΑ) v +
Ε
4

(b1+ b2) (u 2- v 2) ,

vα= - (1+ ΕΑ) u+
Ε
4

(b1- b2) (u 2- v 2).

此时利用 b
2
1= b

2
2, 1- Ε2Α2> 0及对称原理知原点O (0, 0)是中心. □

利用极坐标变换 x = Θco sΗ, y = ΘsinΗ, (5)化为

d Θ
d t

= ΕΘ[ - Αco s2Η+ Θ(b1co s
2ΗsinΗ+ b2 sin

2Ηco sΗ) ],

d Η
d t

= 1 + Ε[2ΑsinΗco sΗ+ Θ(b2co s
2ΗsinΗ- b1 sin

2Ηco sΗ) ].

(6)

设 (5)过 (a , 0)之轨线方程为

Θ(Η) = a+ ΕΘ1 (Η) + Ε2Θ2 (Η) + Ε3Θ3 (Η) + ⋯,

其中 Θi (Η)满足初始条件

Θi (0) = 0　 ( i= 1, 2, 3, ⋯).

由 (6)易得

Θ1 (Η) = - ΑasinΗco sΗ+
b1a2

3
(1- co s

3Η) +
b2a

2

3 sin
3Η.

引理4　Θ2 (2Π) = 0.

证明　易见

d Θ2

d Η = J 1 + J 2 + J 3, (7)

其中

　J 1= - a [ - Αco s2Η+
1
2 a (b1co sΗ+ b2 sinΗ) sin2Η] [Αsin2Η+

1
2 a (b2co sΗ- b1 sinΗ) sin2Η],

　J 2= aΘ1 (Η) (b1co s
2ΗsinΗ+ b2 sin

2Ηco sΗ) ,

　J 3= Θ1 (Η) [ - Αco s2Η+ a (b1co s
2ΗsinΗ+ b2 sin

2Ηco sΗ) ].

利用 (7)直接积分便知 Θ2 (2Π) = 0.

引理5　∫
2Π

0
Θ2 (Η) co s2Ηd Η= -

Πa
3

192
(b

2
2 - b

2
1).

证明　∫
2Π

0
Θ2 (Η) co s2Ηd Η= -

1
2∫

2Π

0
sin2Η(J 1 + J 2 + J 3) d Η

=
3Πa

3

64
(b

2
2 - b

2
1) -

5Πa
3

96
(b

2
2 - b

2
1) = -

Πa
3

192
(b

2
2 - b

2
1).

引理 6　∫
2Π

0
Θ2 (Η) (b1 sinΗco s

2Η+ b2 sin
2Ηco sΗ) d Η=

ΠΑa
2

96
(b

2
2 - b

2
1).

证明　∫
2Π

0
Θ2 (Η) (b1 sinΗco s

2Η+ b2 sin
2Ηco sΗ) d Η=∫

2Π

0

1
3

(b1co s
3Η- b2 sin

3Η) (J 1 + J 2 + J 3) d Η
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　 =
1
3

[
ΠΑa

2

32
(b

2
2 - b

2
1) -

5ΠΑa
2

32
(b

2
2 - b

2
1) +

5ΠΑa
2

32
(b

2
2 - b

2
1) ] =

ΠΑa
2

96
(b

2
2 - b

2
1) .

引理7　Θ3 (2Π) = -
59

192ΠΑa
3 (b

2
2- b

2
1).

证明　注意到

　　　　　　
d Θ3

d Η= - J 1 [Αsin2Η+
1
2 a (b2co sΗ- b1 sinΗ) sin2Η]

　- aJ 3 (b2co s
2ΗsinΗ- b1 sin

2Ηco sΗ)

　- (J 3+ J 2) [2ΑsinΗco sΗ+ a (b2co s
2ΗsinΗ- b1 sin

2Ηco sΗ) ]

　+ Θ2 (Η) [ - Αco s2Η+ a (b1co s
2ΗsinΗ+ b2 sin

2Ηco sΗ) ]

　+ aΘ2 (Η) (b2co s
2ΗsinΗ+ b2 sin

2Ηco sΗ).

利用引理5及引理6, 直接积分便得

Θ3 (2Π) = -
59

192ΠΑa
3 (b

2
2- b

2
1).

由引理6立得

定理3　当 Α(b
2
2- b

2
1)≠0, 且0< ûΕûν 1时, (5)无极限环.
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On the L im it Cycles of the Polynom ia l Perturbed System

Chen S h ihua
(W uhan U niversity of H ydrau lic and E lectric Engineering, 430072)

Abstract

In th is paper, w e study a class of po lynom ia l pertu rbed system s, get the upper2bound of

the num ber of lim it cycles on a certa in condit ion and m ake a co rrect ion on the m ain theo rem

in the paper [2 ].

Keywords　po lynom ia l pertu rbed system , upper2bound, lim it cycles.
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