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一阶拟线性偏微分方程广义Cauchy问题的整体光滑解
Ξ

施　法　鹏
(华东冶金学院, 安徽马鞍山243002)

摘　要　本文研究了下列一阶拟线性偏微分方程的广义Cauchy问题: u t+ Κ(u) ux =

0, uû # = Υ(x ) , # : x = r (Ρ) , t= s (Ρ). 证明了该问题在一定条件下,于上半平面 8 = {- ∞< x <

+ ∞, t≥0}上存在整体光滑解.
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1　引　言

习惯上将偏微分方程的初始条件给在某已知直线上 (如 x 轴)的定解问题称为一般

Cauchy 问题; 而将初始条件给在某已知曲线上的定解问题称为广义 Cauchy 问题. 因此一般

Cauchy问题是广义Cauchy问题的特殊情形. 在实际问题中,比如火箭的烧蚀,钢液的凝固,冰

雪的融化等问题往往归结为广义Cauchy 问题. 因此研究广义Cauchy 问题有一定理论背景与

实际背景.

近若干年来,对一般Cauchy 问题整体光滑解的研究比较深入,如文献[1 ], [ 2 ], [ 3 ], [ 4 ].

但对广义Cauchy 问题整体光滑解的研究还鲜为少见,正如文献[5 ]所指出的那样,“这个问题

(指广义Cauchy问题整体光滑解)在 n= 2时也没有见到有人研究过,也许更难一些,也许更有

意义一些. ”

为此,本文研究了两个自变量的一阶拟线性方程的广义柯西问题,证明在一定条件下,于

上半面存在整体光滑解,并将相应的一般Cauchy问题的结论归结为本文结果的特殊情形.

2　主要定理及其证明

考察上半平面 8 = {- ∞< x < + ∞, t≥0}上的一阶拟线性方程的广义Cauchy问题

5u
5t

+ Κ(u ) 5u
5x

= 0, (1)

uû # = Υ(Ρ) , (2)

其初始曲线 # 的参数方程为
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# : x = r (Ρ) , t = s (Ρ) (Ρ∈ [a , b ] 或 Ρ∈ (- ∞, + ∞) ). (3)

　　首先假设

[H 1 ]　# 为不与 (1)、(2)的特征线相切的光滑或分段光滑的无重点的已知曲线,且满足

r′
2
(Ρ) + s′

2
(Ρ) = 0; (4)

　　[H 2 ]　Κ(u ) , Υ(x ) , r (x ) , s (x )为具有一阶连续导数的已知函数.

下面应用特征线法求解广义Cauchy问题 (1) , (2).

过 8 上的任一点 (x , t)作方程 (1)特征线,该特征线与曲线 # 交于点M ( r (Β) , s (Β) ) (相应

于 Ρ= Β). 以 x 0= r (Β) , t0= s (Β)为初始值得到 (1)的下列特征方程的柯西问题:

d x
d t

= Κ(u ) ,
d u
d t

= 0, (5)

Ρ = Β: x = r (Β) , t = s (Β) , u = Υ(r (Β) , s (Β) ) = Υ(Β). (6)

沿特征线积分 (5)、(6) ,得

u = Υ(Β) , (7)

x = r (Β) +∫
t

s (Β)
Κ(Υ(Β) ) d Σ= r (Β) + Κ(Υ(Β) ) ( t - s (Β) ). (8)

改写 (7)、(8)为下列函数方程组

F (x , t, u , Β) ≡ r (Β) + Κ(u ) ( t - s (Β) ) - x = 0, (9)

G (x , t, u , Β) ≡ Υ(Β) - u = 0. (10)

　　因此广义Cauchy 问题 (1) , (2)的求解问题,归结为函数方程组 (9) , (10)所确定的二元隐

函数 u (x , t) 的存在问题. 为此必须证明下列两个问题: ( i) 若 (9) , (10) 存在可微的隐函数

u (x , t) ,那么 u (x , t) 是否为方程 (1) , (2) 的解; ( ii) 函数方程 (9) , (10) 在什么条件下存在隐函

数. 下面逐一解决这些问题.

命题1　如果函数方程组 (9)、(10)存在可微的隐函数 u (x , t) ,且相应的 Jacob i行列式J≠

0,则该 u (x , t)即是广义Cauchy问题 (1)、(2)的解.

证明　先计算隐函数中的 Jacob i行列式,

J =
5(F , G )
5(u , Β) =

F u F Β

G u G Β
=

Κ′( t - s (Β) ) r′- Κs′

- 1 Υ′
= (r′- Κs′- sΚ′Υ′) + Κ′Υ′t, (11)

由隐函数的微分法则,得

5u
5t

= -
1
J

5(F , G )
5( t, Β) = -

1
J

F t F Β

G t G Β
= -

1
J

ΚΥ′,

5u
5x

= -
1
J

5(F , G )
5(x , Β) = -

1
J

F x F Β

G x G Β
= -

1
J

Υ′.

从而有

5u
5t

+ Κ(u ) 5u
5x

= -
1
J

Κ(u ) Υ′(Β) +
1
J

Κ(u ) Υ(Β) = 0.

即 u (x , t)满足方程 (1) ,又由 (7)知 u (x , t)还满足 (2).

命题2　在[H 1 ], [H 2 ]的假设下,又设对于非负的实数 h 及 x∈ [a , b ]或 x∈ (- ∞, + ∞)
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成立:

inf
x

d Κ(Υ(x ) )
d x
≥ 0, (12)

inf
x

{
d Κ(Υ(x ) )

d x
öd

d x
[ r (x ) - Κ(Υ(x ) ) s (x ) ]} > - h > - ∞, (13)　

则广义Cauchy问题 (1) , (2)在带形区域

8 h = {- ∞ < x < + ∞, 0≤ t <
1
h

} (14)

上 (h= 0,可理解为 8 h= 8 )存在 u (x , t)∈C
1 (8 h)的光滑解.

证明　由文献[6 ]知,关键是判断在 8 h 上 Jacob i行列式 J≠0.

先就 h> 0来验证 J≠0 (h= 0时由下面定理给出). 为此,对任意的 Ε> 0,作闭区域

8ϖhΕ = {- ∞ < x < + ∞, 0≤ t≤ 1
h

- Ε}, (15)

由 (11) , (13) , (15)得

　　　　J = (r′- Κs′- sΚ′Υ′) (1+
Κ′Υ′

r′- Κs′- sΚ′Υ′t)≥ (r′- Κs′- sΚ′Υ′) (1- h t)

≥ (r′- Κs′- sΚ′Υ) hΕ> 0.

由隐函数存在定理知,函数方程组 (9) , (10)在 8ϖhΕ上存在可微的隐函数,即 u (x , t)∈C
1 (8ϖhΕ).

由 Ε任意小知, u (x , t)∈C
1 (8 h) ,再由命题1知 u (x , t)为Cauchy问题 (1) , (2)的解. □

定理 (整体光滑解存在定理)　在[H 1 ], [H 2 ]的假设下,又设对于 x∈[a , b ]或 x∈ (- ∞,

+ ∞)成立

d
d x

Κ(Υ(x ) ) ≥ 0, (16)

d
d x

[ r (x ) - Κ(Υ(x ) ) s (x ) ] > 0, (17)

则广义Cauchy问题 (1)、(2)在上半面 8 上存在 u (x , t)∈C (8 )的整体光滑解.

证明　对于区域 8 h , 令 h→0+ (包含 h = 0) , 8 h 扩展为上半平面 8 , 由条件 (16) , (17)及

(11)知 Jacob i行列式在 8 上
J = Κ′Υ′t+ (r′- Κs′- Κ′Υ′s) > 0,

由隐函数存在定理知函数方程组 (9) , (10)在上半平面 8 上存在可微的隐函数 u (x , t) ∈

C
1 (8 ) , 由命题1知 u (x , t)为广义Cauchy问题 (1) , (2)的解. □

推论　设 Κ(u ) , Υ(x )∈C
1 (- ∞, + ∞) ,且满足

d
d x

[Κ(Υ(x ) ] ≥ 0, (18)

则一般Cauchy问题:

5u
5t

+ Κ(u ) 5u
5x

= 0, (19)

t = 0: u = Υ(x ). (20)

于上半面 8 上存在整体光滑解.

注　 (19) , (20)在 8 上存在整体光滑解有多种证法,这儿将 (19) , (20)作为 (1) , (2)的特
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例,应用上述定理的结论来证明. 也作为该定理的一个应用.

证明　在广义Cauchy问题 (1) , (2)及 (3)中,令

r (a) ≡ Ρ, s (Ρ) ≡ 0, (21)

这时广义Cauchy问题 (1) , (2)即为一般Cauchy问题 (19) , (20) ,在 (21)的条件下有

r′(Ρ) = 1, s′(Ρ) = 0. (22)

再验证条件 (17)如下

d
d x

[ r (x ) - Κ(Υ(x ) ) s (x ) ]= r′- Κ′(u ) Υ′(x ) s- Κ(Υ(x ) ) s′= 1> 0.

再由条件 (18) ,直接应用本定理即知, (19) , (20)在 8 上存在属于 u (x , t)∈C
1 (8 ). □
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On the Globa l Sm ooth Solution for Genera l ized Cauchy
Problem of F irst Order Quasil inear P. D. E.

S h i F ap eng
(East Ch ina Institu te of M etallu rgy, M aanshan, A nhui 243002)

Abstract

W e p roper the ex istence of g loba l sm oo th so lu t ion on 8 = {- ∞, < x < + ∞, t≥0} fo r

the generra lized Cauchy p rob lem of first o rder quasilinear P. D. E w h ich is u t+ Κ(u ) u x = 0, uû #

= Υ(x ) , # : x = x (Ρ) , t= t (Ρ).

Keywords　genera t ized Cauchy p rob lem , first o rder quasilinear P. D. E, g loba l sm oo th so lu2
t ion.
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