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非线性奇异扩散方程的第二初边值问题
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摘　要　讨论了非线性奇异扩散方程的第二初边值问题,证明了存在唯一的光滑解,

且解关于初值是连续依赖的. 同时还简洁地得到解的渐近性质: tlûu- uθ0û→0, 0< l<
1
2

.
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1　引　言

近几十年来,关于拟线性抛物方程的研究已有了许多成果. 但是,对非线性奇异扩散方程

的讨论,国内外尚不多见,这类方程有其鲜明的物理意义. 比如方程

u t = (u
m - 1

u x ) x , (1. 1)

当m =
1
2
时描述了等离子体的热扩散过程; m = 0时描述了热电子云的膨胀过程,而当m = - 1

时则描述了固态氢中的热传导. 这些问题的一个共同特点是: 扩散速度可以非常快,基于这样

的物理背景, [ 1 ]讨论了 (1. 1)在- 1< m≤0时的Cauchy问题, [ 2 ]则进一步讨论了

u t = (u
m - 1

u x ) x + (u
n) x (- 1 < m ≤ 0, n > 1) (1. 2)

的Cauchy 问题. 得到的主要结果是: 存在唯一的光滑解,以及解的关于初值连续依赖性和解

的渐近性等.

本文讨论如下的奇异热扩散问题:

u t = a (u ) x x , (1. 3)

uû t= 0 = u 0,
5u
5x

û x = 0, 1 = 0, (1. 4)

其中, u 表示温度,第二边界条件的意义是: 假定容器固壁绝热,根据热力学第三定律,应有 u 0

> 0. 放宽对 u 0的限制,仅要求:

(H 1)　 0≤ u 0 ≤M , uθ0 =∫
1

0
u 0 (x ) d x > 0,M 是一正数.

(H 2)　a (X ) ∈C 2+ Α(0,M ) , Α> 0,当X ∈ (0, 2M ) 时, a (X ) > 0, a′(X ) > 0,且 a′(0) =

+ ∞,存在正数 c, q, q > 1 ,使得
(a′) 2- qaa″

a′a2öq ≥C.

　　在 (H 2)的假设之下,容易验证,当0< m < 1时,方程 (1. 1)为 (1. 3)的特例.
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2　解的存在性

对于 0 < ∆< M ,作 u 0, ∆ = ∆+∫
1

0
J ∆ (x - y ) u 0 (y ) d y , J (x ) 是光滑算子. 令 Υ(r) = C

2+ Α
,

使得

Υ(r) =

a (r) , r≥ ∆,

连续, 0≤ r≤ ∆,

2a (∆) , r≤ 0.

(2. 1)

　　记Q T = (0, 1)× (0, T ). 由[3 ]可知,如下的问题

w t = Υ(w ) x x , (2. 2)

w û t= 0 = u 0, ∆, w x û x = 0, 1 = 0 (2. 3)

存在唯一的解w ∆∈C
2+ Α, 1+ Α

2 (Q T ) , 0< Α< 1. 由极大值原理[ 4 ]
, ∆≤w ∆≤M + ∆,再由 (2. 1)知, w ∆

是 (1. 4)在条件

uû t= 0 = u 0, ∆, u x û x = 0, 1 = 0 (2. 4)

之下的解. 记 u ∆= w ∆.

引理1　存在正常数 c0,对于任意的 ∆, 0< ∆< M ,都有

û (u∆) x û ≤ c0
1

t
1ö2. (2. 5)

　　证明　作变换 v
q= a (u ∆). 于是,有

v t = a′v x x + (q - 1) a′
v

v
2
x. (2. 6)

将 (2. 6)关于 x 求导,记 v x = p ,两端再乘以 p ,则

　　　　 1
2

[ (p
2) t- a′(p

2) x x ]+ a′(p x ) 2- [q
a″
a′v

q- 1+ 2 (q- 1) a′
v

]p
2
p x

　　　　　= (1- q)
(a′) 2- qaa″

a′v 2 p
4. (2. 7)

由 (H 2)知, (1- q)
(a′) 2- qaa″

a′v 2 ≤ (1- q) c,故若有函数Q
2,Q 和 P 满足相同的定解条件,使得

　　 1
2

[ (Q 2) t- a′(Q 2) x x ]+ a′(Q x ) 2- [q
a″
a′+ 2 (q- 1) a′

v
]Q

2
Q x = (1- q) cQ

4, (2. 8)

则由比较定理[ 5 ]
,便有 P

2≤Q
2. 又因为Q

2=
1

2 (q- 1) ct
是 (2. 8)在条件Q

2û t= 0= + ∞下的解,故

仍由比较定理:

P 2 ≤ 1
2 (q - 1) ct

, (2. 9)

得到

û (u∆) x û ≤ q
1

[2c (q - 1) t ]
1ö2

a′a1öq- 1. (2. 10)

由 (H 2)可知, a
1- 1öq在 (0, 2M )上单调增,从而 (a′a

1öq- 1) - 1在0≤u∆≤2M 上有界. 即有正数 c0, c0

与 ∆, x , t无关,使ûu∆x û≤ c0

t
1ö2. 引理证毕.

定理1　在条件H 1, H 2之下,对任意的 T > 0,存在 (1. 4)的解
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u (x , t) ∈C
2+ Α, 1+ Αö2 (Q T ) , 0 < u (x , t) ≤M ,∫

1

0
u (x , t) d x = uθ0, 0 < t < T.

　　证明　对于0< ∆< M 有序列{u∆},由 (2. 5)以及A rzela 定理可知,任给 Σ> 0,当 t≥Σ时,

有{u∆}的子列,无妨仍记为{u∆}, u∆→u ,显然 u (x , t)关于 x 连续,且0≤u≤M ,以及

∫
1

0
u (x , t) d x = uθ0,　Σ≤ t < T. (2. 11)

由 (2. 11)可知,当 Σ< t< T 时,在 (0, 1)中至少存在一点 x 0,使得 u (x 0, t)≥uθ0,从 (2. 9)可知

ûa
1öq (u∆(x , t) ) û≤[2c (q- 1) t ]- 1ö2+ ûa

1öq (u∆(x 0, t) ) û.

令 ∆→0, a
1öq (u∆ (x 0, t) )→a

1öq (u (x 0, t) ) ,故ûa
1öq (u (x , t) ) û有界.

ûa
1öq (u (x , t) ) û≤[2c (q- 1) t ]

- 1ö2
+ ûa

1öq (u (x 0, t) ) û.

因此由H 2,存在正数C ,使得 u (x , t)≥c, (x , t)∈ (0, 1)×[Σ, T ). 由[6 ]中引理5得到, u (x , t)在

(0, 1)×[Σ, T )上关于 x , t都连续. 再利用[ 6 ]中定理3的证明可知道, u (x , t)∈C
2+ Α, 1+ Αö2 ( (0, 1)

×[Σ, T ) ) ,且 u 满足 (1. 3). 又因 Σ> 0是任意的,故在Q T 上 u 满足 (1. 3) ,且 u∈C
2+ Α, 1+ Αö2 (Q T ).

证毕.

3　解的唯一性和关于初值的连续依赖性

引理2　设 u 1 (x , t) , u 2 (x , t)是 (1. 3) , (1. 4)的相应于初值 u 10, u 20的两个解, 0< s< t< T ,

则

∫
1

0
[u 1 (x , t) - u 2 (x , t) ]+ d x ≤∫

1

0
[u 1 (x , s) - u 2 (x , s) ]+ d x. (3. 1)

　　证明　记 a (u 1) - a (u 2) = w ,并设

p Ε(x ) =

exp [ -
1

( x
Ε) 2

exp (-
1

(1 -
x
Ε) 2

) ], 0 < x < Ε,

0,　　　　　　　　　 x ≤ 0,

1,　　　　　　　　　 x ≥ Ε.
显然, p Ε(x )∈C

∞ (R′) , p
′
Ε≥0. 故

∫
1

0
[u 1 (x , t) - u 2 (x , t) ] tp Ε(w ) d x = -∫

1

0
w

2
x p′Εd x. (3. 2)

令 Ε→0, p Ε(w )→sign (w ). sign (w )是符号函数,当w > 0时 sign (w ) = 1, w < 0时 sign (w ) = 0.

由于 a′(X ) > 0,故w ≥0等价于 u 1- u 2≥0,于是由 (3. 2)

d
d t∫

1

0
[u 1 (x , t) - u2 (x , t) ]+ d x ≤ 0,

∫
1

0
[u 1 (x , t) - u 2 (x , t) ]+ d x ≤∫

1

0
[u 1 (x , s) - u 2 (x , s) ]+ d x.

证毕.

同理,还可以有

∫
1

0
[u 2 (x , t) - u 1 (x , t) ]+ d x ≤∫

1

0
[u 2 (x , s) - u 1 (x , s) ]+ d x. (3. 3)

合并 (3. 1)、(3. 3)得到,对于0< s< t< T ,有
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∫
1

0
ûu 1 (x , t) - u 2 (x , t) ûd x ≤∫

1

0
ûu 1 (x , s) - u 2 (x , s) ûd x , (3. 4)

令 s→0,则

∫
1

0
ûu 1 (x , t) - u2 (x , t) ûd x ≤∫

1

0
ûu 10 (x ) - u 20 (x ) ûd x. (3. 5)

若 u 10≡u 20,则从 (3. 5)可知 u 1≡u 2,故有

定理2　在假设 (H 1) , (H 2)之下,定理1中所得到的解是唯一的.

由 (3. 5)还可知,若 u 10, u 20在L
1范数的意义下相差很小,则对应的解也相差很小. 即有

定理3　 (1. 3) , (1. 4)的解在L
1范数的意义下是关于初值连续依赖的.

4　当 t→∞时解的渐近性

关于抛物方程的第二初边值问题解的渐近性质,已有了一些研究成果,如[ 7 ]讨论了方程

u t= D ∃u+ f (x , t, u )第二初边值问题解的渐近性质,得到的结果是

úu (x , t) - uθú → 0,　t→∞, (4. 1)

此处 uθ =
1
8∫8 u (x , t) d x. [ 8 ]讨论了退化抛物方程 u t = a (u ) x x - f (u ) 的相同的初边值问题,

也得到了 (4. 1). 本文利用引理1来直接讨论解当 t→∞时的渐近性态,得到比 (4. 1)更强的结

果,而证明过程更为简洁.

由[9 ]存在正数 c2,使得

úu (x , t) - uθ ( t) ú ≤ c2úu x ú , (4. 2)

此处 uθ =∫
1

0
u (x , t) d x , ú õ ú 为L 2 范数. 由嵌入定理,有

ûu (x , t) - uθ ( t) û ≤ c3 (úu (x , t) - uθ ( t) ú + úu x ú ) ≤ c3 (1 + c2) úu x ú (4. 3)

成立, c3是一正数. 由于 (2. 5)中的 c0与 ∆无关,故有úu x ú≤c0
1

t
1ö2. 又因为 uθ ( t) = uθ0,故

ûu (x , t) - uθ0û ≤ c0c3 (1 + c2) 1
t
1ö2. (4. 4)

于是得到解的渐近性质如下:

定理4　任给 l, 0< l<
1
2

,都有 t
lûu (x , t) - uθ0û→0,当 t→∞关于 x∈[0, 1 ]一致成立.

5　结　语

试将奇异扩散方程和退化抛物方程解的性质作一比较.

一般地,对退化抛物方程往往只能求得广义解,而奇异扩散方程的解更为光滑,甚至是 C
∞

的 [1 ], [ 2 ]. 产生这种差别的原因正在于两种方程的物理背景完全不同. 后者描述了一类快扩

散问题,如液氦中的热传导. 根据M clem an 和Keeson 的实验,对液氦 (H eÊ )加热时,几乎不产

生沸腾,这表明H eÊ内部温度梯度极小,温度函数 u (x , t)是非常均匀、光滑的
[ 10 ]

. 前一种方程

常描述地下水、石油等流体通过多孔介质时流动的规律. 由于液体渗透速度是有限的,在任何

时刻,介质中各点的含水 (或油)量可有明显的差异,因而方程的解不会太光滑. 从数学上看,在

奇异扩散方程中 u 表示温度,故热力学第三定律断定: u> 0. 而 u> 0时方程的系数是光滑的,
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甚至是C
∞的,由[4 ]可知,抛物方程解的光滑性和方程系数的光滑性相同,故后者解的光滑

性较强. 而对于前者,因为不能保证恒有 u> 0,故在整体区域上, u 的光滑性不如后者,但在 u

> 0的局部范围内,仍有可能有 u∈C
∞ [6 ]. 正是由于奇异扩散方程解的光滑性较强,才导致了

解具有较好的其它性质. 如关于初值连续依赖; t→∞时 t
Α
u (Α> 0)关于 x∈R

1一致逼近于零[ 2 ]
,

t
Αûu - uθ0û一致逼近于零等.
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The Second In itia l and Boundary Value Problem of a
Non l inear Singular D iffusion Equation

P an J iaqing
(D ep t. of M ath. , T eachers′Co llege, J im ei U niv, X iam en 361005)

L ei Y ing uo
(D ep t of M ath. , Fuzhou U niv, 350002)

Abstract

In th is paper, the second in it ia l and boundary value p rob lem of a non linear singu lar d if2
fu sion equat ion is d iscu ssed. W e show tha t there ex ists on ly one sm oo th so lu t ion w h ich de2
pends on the in it ia l da ta con t inuou sly and tlûu - uθ0û → 0 as t→∞.

Keywords　non linear, singu lar d iffu sion, second in it ia l and boundary value.
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