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二元 Th ile 型向量有理插值的误差公式
Ξ

顾　传　青
(上海大学理学院, 上海200072)

摘　要　借助于 Som elson 广义逆, 文[ 1 ]首次讨论了多元向量有理插值问题. 本文得

到了二元 T h iele 型向量有理插值的一个精确的误差公式.
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文 [ 1 ]利用向量的 Sam elson 广义逆构造了二元 T h ile 型向量分叉连分式, 从而建立了矩

形网格上的二元向量有理插值, 本文得到了它的一个精确的误差公式.

记 0 n,m = { (x i, y j ) : i= 1, 2, ⋯, n , j = 1, 2, ⋯,m }是 ∃= (a , b)× (c, d ) < R
2中的一个矩形网

格, 对 0 n,m 中每个点 (x i, y j ) , 给定有限值插值向量 vοi, j = vο (x i, y j ) ∈C
d
, i= 1, 2, ⋯, n , j = 1, 2,

⋯,m . 向量 vο的 Sam elson 广义逆定义为

vο- 1
= vο3 öûvοû 2

, vο≠ 0, vο3 是 vο的共轭向量. (1)

　　利用 (1)可以递推地定义:

b
ο

0, 0 = vο0, 0, b
ο

0, 01⋯k = (y k+ 1 - y k ) ö(b
ο

0, 01⋯ (k - 2) k - b
ο

0, 01⋯ (k- 1) ) , (2)

b
ο

01⋯l, 0 = (x l+ 1 - x l) ö(b
ο

01⋯ ( l- 2) l, 0 - b
ο

01⋯ ( l- 1) , 0) , (3)

b
ο

01⋯l, 01⋯k = (y k+ 1 - y k ) ö(b
ο

01⋯l, 01⋯ (k - 2) k - b
ο

01⋯l, 01⋯ (k - 1) ) , k ≥ 1, (4)

其中记 b
ο

l, k = b
ο

01⋯l, 01⋯k = b
ο

l, k (x 1⋯x l, y 1⋯y k ).

设 vο(x , y ) 是定义在 ∃= (a , b) × (c, d ) < R
2上的二元向量函数, 若对于 0 n,m < ∃ , b

ο
l, k存在

( 即为有限值) , 则称它为 vο (x , y ) 的第 ( l, k ) 阶部分反差商. 文 [ 1 ]利用广义逆 (1) 和递推公式

(2) - (4) , 得到了二元向量有理插值公式如下

R
ψ

n- 1, m - 1 (x , y ) =
P
ψ

n- 1, m - 1 (x , y )
Q n- 1, m - 1 (x , y ) = B

ψ
0 (y ) +

x - x 1

B
→

1 (y )

　
+ ⋯ +

x - x n- 1

B
→

n- 1 (y )
, (5)

其中

B
ψ

i (y ) = b
ο

i, 0 +
y - y 1

b
→

i, 1

　
+ ⋯ +

y - y m - 1

b
→

i,m - 1

, 　i = 0, 1, ⋯, n - 1 (6)

满足插值条件

R
ψ

n- 1, m - 1 (x i, y j ) = vοi, j , 　i = 1, 2, ⋯, n , j = 1, 2, ⋯,m. (7)

这里Q n- 1, m - 1 (x , y )是实多项式, P
ψ

n- 1, m - 1 (x , y )是 d 维向量值多项式.
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引理1
[ 2 ]　设

R
ψ (x ) =

N
∼ (x )
D (x ) = b

ο
0 +

x - x 1

b
→

1

　
+ ⋯ +

x - x n- 1

b
→

n- 1

(8)

则当 n 是偶数时, R
ψ (x ) 是 [nön ]型的; 则当 n 是奇数时, R

ψ (x ) 是 [nö(n - 1) ]型的, 其中[söt ]表

示分子是次数为 s 的向量多项式, 分母是次数为 t 的实多项式.

与 R
ψ

n- 1, m - 1 (x , y )一起, 定义

R
ψ

n- 1, m (x , y ) =
P
ψ

n- 1, m (x , y )
Q n- 1, m (x , y ) = L

τ
0 (y ) +

x - x 1

L
→

1 (y )

　
+ ⋯ +

x - x n- 1

L
→

n- 1 (y )
, (9)

其中L
τ

i (y ) = b
ο

i, 0+
y - y 1

b
→

i, 1

　
+ ⋯+

y - ym - 1

b
→

i,m - 1

　
+

y - ym

b
-

i,m

, i= 0, 1, ⋯, n- 1.

由引理1, 对照 (8)与 (5) , (8)与 (9)得

引理2　则当 n 是偶数时, R
ψ

n- 1, m - 1 (x , y ) , R
ψ

n- 1, m (x , y ) 仅关于 x 的次数是 [ (n - 1) ö(n -

2) ]型的; 则当 n 是奇数时, R
ψ

n- 1, m - 1 (x , y ) , R
ψ

n- 1, m (x , y )仅关于 x 的次数是[ (n- 1) ö(n- 1) ]型

的.

引理3
[ 3 ]　在 (9)中设D (x i) ≠ 0, 则方程组 d

k öd x
k
[N
∼ (x i) öD (x i) ] = vο(k) (x i) 等价于

N
∼ (k) (x i) = d

k öd x
k
[D (x i) vο(x i) ], k = 0, 1, ⋯, n.

记w s (z ) = ∏
s

i= 1

(z - z i) ; D
t
z = 5tö5z

t
, z = x , y. 若 v

ο(x , y ) 在 ∃ = (a , b) × (c, d ) 上 n + m

次连续可微的, 则记 v
ο(x , y ) ∈D

n+ m
∃ . 下面简记Q (x , y ) = Q n- 1, m - 1 (x , y )Q n- 1, m (x , y ) , 5ψ (x , y )

= Q (x , y ) [vο(x , y ) - R
ψ

n- 1, m - 1 (x , y ) ] . 下面给出本文的主要结果.

定理 (误差公式)　设 vο(x , y )∈D
n+ m
∃ , 且对 0 n,m < ∃ , vο(x , y )的所有部分反差商都存在, 则

必有 (Ν, Γ)∈∃ , 成立

vο(x , y ) - R
ψ

n- 1, m - 1 (x , y ) =
1

Q (x , y ) {
w n (x )

n!
D

n
x [5ψ (Ν, y )

+
w m (y )

m !
D

m
y [5ψ (x , Γ) ] -

w n (x )w m (y )
n!m !

D
n+ m
x , y [5ψ (Ν, Γ) ]}. (10)

　　证明　设

　　　　　f
τ (u , y ) = [Q n- 1, m (u , y ) vο(u , y ) - P

ψ
n- 1, m (u , y ) ]w n (x )

　- [Q n- 1, m (x , y ) vο(x , y ) - P
ψ

n- 1, m (x , y ) ]w n (u ) , (11)

由Ro lle 定理, 并注意到Q n- 1, m (x i, y j )≠0, 根据引理3得D
n
uf
τ (u , y ) ]u= Ν= 0

→
, 但据引理2又得D

n
u

[P
ψ

n- 1, m (u , y ) ]= 0
→

, 由此从 (11)得

[Q n- 1, m (x , y ) vο(x , y ) - P
ψ

n- 1, m (x , y ) = w n (x )D
n
x [Q n- 1, m (x , y ) vο(x , y ) ]x = Νön!. (12)

　　同样由引理2可得

D
n
x [5ψ (Ν, y ) ] = Q n- 1, m - 1 (x , y )D

n
x [Q n- 1, m (x , y ) vο(x , y ) ]x = Ν, (13)

比较 (12)与 (13)得

vο(x , y ) - R
ψ

n- 1, m (x , y ) = w n (x )D
n
x [5ψ (Ν, y ) ]ön!Q (x , y ). (14)

　　由于对任意的 x ∈ (a , b)成立, R
ψ

n- 1, m (x , y j ) - R
ψ

n- 1, m - 1 (x , y j ) = 0
→

, j = 1, 2, ⋯, m , 故必存在
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Γ∈ (c, d )使

　　　R
ψ

n- 1, m (x , y ) - R
ψ

n- 1, m - 1 (x , y )

　= w m (y ) {D
m
y [Q (x , y ) (R

ψ
n- 1, m (x , y ) - vο(x , y ) ) ]y = Γöm !Q (x , y )

　　+ D
m
y [Q (x , y ) (vο(x , y ) - R

ψ
n- 1, m - 1 (x , y ) ]y = Γ}. (15)

在 (15)的右端第一项应用 (14)可推出

　　　　R
ψ

n- 1, m (x , y ) - R
ψ

n- 1, m - 1 (x , y ) = w m (y )D
m
y [5ψ (x , Γ) ]öm !Q (x , y )

- w n (x )w m (y )D
n+ m
x , y [5ψ (Ν, Γ) ]ön!m !Q (x , y ). (16)

由 (14)和 (16)定理得证.

事实上, 若在误差公式 (10) 中设 d = 1, 则可得到二元 T h iele 型数量有理插值的误差公

式[ 4 ]
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An Error Form ula for Bivar ia te Th iele-Type Vector
Valued Rationa l In terpolan ts

Gu Chuanqing
(Science Co llege of Shanghai U niversity, Shanghai)

Abstract

In th is paper, an exact erro r fo rm u lar fo r b ivaria te T h iele2type vecto r va lued ra t iona l in2
terpo lan ts is ob ta ined.

Keywords　m alt ivaria te, vecto r va lued dates, ra t iona l in terpo lan ts, erro r fo rm u la.
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