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摘　要　本文在有限群的半正规子群的研究基础上对可补子群进行研究. 用半正规

代替正则, 推广了已有的一些结果.
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文中的群均为有限群.

定义　群G 的A 叫做G 的半正规子群, 如果存在B ≤G , 使A B = G , 且对于B 的所有真

子群B 1, 使A B 1 < G , 子群B 称为A 在G 中的 S 2补.

A 在G 中的 S 2补集记为 S G (A ).

显然, G 的正规子群为半正规子群, 下面为本文中所用到的半正规子群的基本性质:

性质 1　 如果A 为G 的半正规子群, 则对 x ∈G ,A x 仍为G 的半正规子群, 且 S G (A x ) =

S G (A ). 又若B ∈ S G (A ) 则对任意 y ∈G ,B y ∈ S G (A ) ( [1 ] 中定理 1).

性质 2　设A 为G 的半正规子群, 如果A ≤H ≤G , 那么A 是H 的半正规子群 ( [1 ] 中定

理 2).

性质 3　如果群G 的 sylow 子群P 为半正规的, 则S G (P ) 中的每个子群都为G 的P ′2H all

子群 ( [1 ] 中, 引理 1).

引理　设H 为G 的半正规子群,B ∈ S G (H ) , 则H ∩B ≤ 5 (B ).

证明　由条件知G = H B , 若B = G , 则任意M 为G 的极大子群, 因为H M < G , 所以M

= H M , 故H ≤M , 从而H ≤ 5 (G ) , 这时结论正确.

现设B < G , 反证法. 若H ∩B Κ 5 (B ) , 因而存在B 的极大子群Mδ, 而H ∩B Κ Mδ, 所

以,〈H ∩B ,Mδ〉= B , 由半正规性, H Mδ = H Mδ < G. 故对任意 x ∈H ∩B , y ∈Mδ, 存在 x ′∈

H , y′∈Mδ, 使 y x = x ′y′, 所以对任意 b ∈B , 有 b = x 0y 0, 这里, x 0 ∈H , y 0 ∈Mδ, 因而得到

B ≤H M
δ: G = H B ≤H õ H M

δ = H M
δ < G

矛盾, 故有

H ∩B ≤ 5 (B ).

显然可由引理推广了H uppet 定理.

定理 1　 设A 在G 中半正规, K ∈ S G (A ) ,A ∩ 5 (K ) = 1, 则 K 为A 在G 中的补.
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证明　由条件知G = A K. 由引理得A ∩ K ≤ 5 (K ) , 故

A ∩ K ≤ 5 (K ) ∩A = 1,

所以 K 为A 在G 中的补.

在 Gaschuβtz 定理中, 要求A 为G 的正规的A bel 群, 设 K 为使G = A K 成立的极小子群,

在这个定理的证明中, 可得到

A ∩ K = A ∩ 5 (K ) ≤A ∩ 5 (G ) ,

由 Gaschuβtz 定理条件A ∩ 5 (G ) = 1, 从而A ∩ 5 (K ) = 1. 因而Gaschuβtz 定理为定理 1 的结

果, 前者的条件高得多.

定理 2　 设H 为G 的H all2Π子群, H 在G 中半正规, 则H 在G 中有补.

证明　由条件, 存在B ∈S G (H ) , 使G = H B , 由H ∩B = 1, 否则设 p ûûH û , p ûûB û , 令

B p 为B 的 p 2Sylow 子群, 则H õB p 为G 的子群, 又

ûH B p û = ûH ûûB p ûöûH ∩B p û ,

因为 ûH B p ûûûG û , 又H 为H all2Π子群, 因而 ûB p ûöûH ∩B p û = 1. 即H ≥B p.

任意 x ∈B , (H ∩B ) x 中任一个 q2Sylow 子群B q, 因为 qûûH û , qûûB û , 所以B q ≤H ∩B .

故 (H ∩B ) x ≤ H ∩B , 所以 (H ∩B ) ü B , 所以 G = H B . 故 ûGû = ûH û ûB û
ûH ∩B û , 所以

ûGûöûH û =
ûB û

ûH ∩B û , 可见H ∩B 为G 的H all2Π子群, 由 Schu r2Zassenhau s 定理[ 3 ]
, 得到H

∩B 在B 中有补, 设为B
δ, 则B = (H ∩B )B

δ, 所以G = H B = H (H ∩B )B
δ = H B

δ < G , 矛

盾. 所以B 为H 在G 中的补.

这里的定理 2 大大推广了 Schu r2Zassenhau s 定理[ 3 ] 的存在性部分.

定理 3　设H 为G 的H all2Π子群, 有五种条件, K 使G = H K , 则H 有补为H all2Π′子群.

证明　不妨设K 为最性, 反证法. 设K 不为H all2Π′子群, 则存在素数P ûûK û , P ûûH û , 因

K 可解, 故K 中有 Sylow 基, 设为K p , K p 1 , ⋯, K p s
. 令H p 为H 的 p 2Sylow 子群, 当然也为G 的

p 2Sylow 子群, 所以K p ≤H
3
p , 这里 x ∈G , 由于G = H K , 因而存在 h ∈H , k ∈K , 使 x = hk ,

即有

K p ≤H
hk
p ,

所以

K
k - 1

p ≤H
h
p ≤H ,

故

G = H K = H (K p K p 1⋯K p s
) k- 1

= H K
k - 1

p (K p 1⋯K p s
) k - 1

= H (K p 1⋯K p s
) k- 1

,

而 (K p 1⋯K p s
) k- 1

Κ K. 矛盾.

定理 4　 设H 为G 的H all2Π子群, 若H 的 Sylow 子群在G 中半正规, 则H 在G 中有补

子群.

证明　令 ûH û = p
k1
1 ⋯p

ks
s , H p i

为H 的 Sylow 2p i 子群, 由H p i
在G 中的半正规性得: 存在

B 1 使G = H p 1B 1, 由性质 3 知B 1 为H all2p ′
1 子群, 再由性质 1, 可设H p 2 ≤B 1, 由性质 2, H p 2 在

B 1 中也半正规, 因而B 1 = H p 2B 2,B 2 为H all2(p 1, p 2)′子群, 所以G = H p 1B 1 = H p 1H p 2B 2. 这
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里H p 1H p 2 为G 的子群 (由H p i
的半正规性可知). 可以认为H p 3 在B 2 中, 事实上, 设S p 3 为B 2

的 p 32Sylow 子群, 则H p 3 = S
g
p 3

, 因为G = (H p 1H p 2
)B 2, 所以存在 x ∈H p 1H p 2 , y ∈B 2, 使 g =

y x. 因而

G = G
x = (H p 1H p 2

)B
x
2 = H p 1H p 2B

y x ,

所以

H p 3 ≤B
y x
2 .

由条件知H p 3 在B 2 中也半正规, 因而存在B 3 ∈S B 2
(H p 3

) , 有B 2 = H ′
p 3B 3,B 3 为H all2(p 1,

p 2, p 3)′子群, 这样下去有: G = H Bδ. Bδ为H all2Π′子群, 从而H 在G 中有补子群.

(本定理可作为定理 2 的推论, 但必须由H 的 Sylow 子群的半正规推出H 的半正规性).
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A Class of Com plem en tary Subgroups

Z heng W enx iang
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Abstract

W e con t inue the study on the com p lem en tary subgroup s on the basis of the research on

Sem i2no rm al subgroup s of fin ite group. Som e resu lts a re genera lized by rep lacing the

sem iregu larity w ith sem i2no rm al condit ion.
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