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正线性方程组正解的判别
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摘　要　本文给出了正线性方程组正解的概念,给出了正线性方程组正解的若干判

别方法.
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1　引　言

研究问题及实际问题中,常遇到 n 个未知数 n 个方程的正线性方程组,虽然可用克莱姆法

则求解,但判别该正线性方程组存在正解更有实际意义. 文[1 ]中给出了一个判别定理,本文对

文[1 ]的定理进行了推广,得出若干正线性方程组正解的判别定理.

2　主要结果

定义1　非齐次线性方程组A x = b, A = (a ij ) n×n , a ij≥0, i, j = 1, 2,⋯, n. 且 a ii> 0, i= 1, 2,

⋯, n. b= (b1, b2,⋯, bn) T
> 0,则称此方程组为正线性方程组. 若其解 x

3 = (x
3
1 , x

3
2 ,⋯, x

3
n ) T

>

0,则 x
3 称为正解.

定理1　设A = ( I + B )D ,其中 I 为单位阵, D = diag (a11, a22,⋯, ann) ,谱半径 Θ(B ) < 1,则

正线性方程组A x = b存在正解的充要条件是

∏
∞

k= 1

( I + B 2
k

) ( I - B ) b > 0.

　　证明　由 Θ(B ) < 1知 ( I + B ) - 1与 ( I - B ) - 1存在, 因A = ( I + B )D , 所以A
- 1 = D

- 1 ( I +

B ) - 1,由于

( I - B
2) - 1= ( I + B ) - 1 ( I - B ) - 1, ( I - B

4) - 1= ( I - B
2) - 1 ( I + B

2) - 1,

所以

A
- 1= D

- 1 ( I - B
2) - 1 ( I - B ) = D

- 1 ( I - B
4) - 1 ( I + B

2) ( I - B ).

依次类推得

A - 1 = D - 1∏
∞

k= 1

( I + B 2
k

) ( I - B ) ,
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则有

x = A - 1B = D - 1∏
∞

k= 1

( I + B 2
k

) ( I - B ) b.

由于对角阵D
- 1的对角线元素均大于零,所以 x > 0的充要条件是

∏
∞

k= 1

( I + B 2
k

) ( I - B ) b > 0.

　　推论1　若存在正整数 n ,使得

∏
n

k= 1

( I + B 2
k

) ( I - B ) b > 0, (1)

则正线性方程组A x = b存在正解.

证明　因B
2

k

≥0,所以 I + B
2

k

≥0,且 I + B
2

k

的对角线元素均大于零,由于D
- 1也是对角线

元素严格大于零的非负矩阵,所以D - 1∏
∞

k= n+ 1

( I + B 2
k

) 的主对角线元素均严格大于零,且为非

负矩阵. 因为

x = D - 1∏
∞

k= 1

( I + B 2
k

) ( I - B ) b

= [D - 1∏
∞

k= n+ 1

( I + B 2
k

) ] [∏
n

k= 1

( I + B 2
k

) ( I - B ) b ],

由 (1)式知

∏
n

k= 1

( I + B 2
k

) ( I - B ) b > 0,

所以 x > 0.

推论2　若对任意 k ,B
2

k

为不可约矩阵, ( I - B ) b为非零非负向量,则正线性方程组A x = b

存在正解.

证明　首先定义向量列 x 0= ( I - B ) b, x 1= ( I + B
2) x 0,⋯, x k = ( I + B

2
k

) x k- 1 (k = 1, 2,⋯).

由于 x k = x k - 1+ B
2

k

x k- 1,且 x 0为非零非负向量, B
2

k

为不可约矩阵,知 x k 的零分量个数不会比

x k- 1多.

事实上,设 x k 和 x k- 1的零分量个数相同,则存在正交阵 P 使

P x k =
Α
0

,　P x k - 1 =
Β
0

,

其中 Α, Β> 0.

则由

P x k = P x k- 1+ PB
2

k

P
T
P x k - 1=

Β
0

+
B 11 B 12

B 21 B 22

Β
0

=
Α
0

,

推得B 21Β= 0, Β> 0,得B 21= 0,这与B
2

k

为不可约阵矛盾,于是得 x k 的零分量个数比 x k - 1的少.

因为 x 0是非零非负,至多有 n- 1个零分量,故当m≥n- 1时,有

x m = ∏
m

k= 1

( I + B 2
k

) ( I - B ) b > 0.

　　为了简单起见, 设 ( I - B ) b = c,B 2 = (bυij ) ,B 2c = d = (d 1,⋯, d n) T
, t = m in

i
d i, T =
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m ax
i

d i, r = m in
i ∑

n

j= 1

bυij , R = m ax
i ∑

n

j= 1

bυij , e = (1,⋯, 1) T . 于是得下面定理.

定理2　设 t> 0, R < 1,则有

(1)　若 c+
t

1- r
e> 0时,正线性方程组A x = b存在正解.

(2)　若 c+
T

1- R
e> 0时不成立时,正线性方程组A x = b不存在正解.

证明　由X = D
- 1 ( I - B

2) - 1 ( I - B ) b得

D X = ( I - B 2) - 1
c = ( I + ∑

∞

k= 1
B 2k ) c = c + ∑

∞

k= 0
B 2kd = c + ( I - B 2) - 1

d.

若设 ( I - B
2) y = d ,即

( I - B 2) y = d , (2)

y = (y 1,⋯, y n) T
, y p = m ax

i
y i, y q = m in

i
y i.

则由 (2)中第 p 个方程得

d p = (1 - bυp p ) y p - ∑
j≠p

bυp jy j ≥ (1 - ∑
n

j= 1
bυp j ) y p ≥ (1 - k ) y p

y i ≤ y p ≤
d p

1 - R
≤ T

1 - R
,

故有

y = ( I - B
2) - 1

d≤
T

1- R
e,

所以当 c+
T

1- R
e> 0不成立时,正线性方程组A x = b不存在正解.

再由 (2)中第 q个方程得

d q = (1 - bυqq) y q - ∑
j≠q

bυqjy j ≤ (1 - ∑
n

j= 1
bυqj ) y q ≥ (1 - r) y q,

y i≥ y q ≥
d q

1 - r
≥ t

1 - r
,

故有

y = ( I - B
2) - 1

d≥
t

1- r
e,

所以当 c+
t

1- r
e> 0时,则有

D X = c+ ( I - B
2) - 1

d≥c+
t

1- r
e> 0,

正线性方程组A x = b存在正解.

定理3　若存在 a> 0, k∈{1,⋯, n},使得

(1)　对任意 i, j ( i≠k )有 a ij≥aak j , bi> abk.

(2)　 bk > ∑
j≠k

ak j

a j j - aak j
(bj - abk ) , bi

> ∑
j≠i

a ij

a j j
bj -

a
a j j
∑
j≠i, k

[a ijbk +
ak j (a j j - a ij )

a j j - aak j
(bj - abk ) ],
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则正线性方程组A x = b存在正解.

证明　对A x = b用 (- a)乘以第 k 个方程加到第 i个 ( i≠k )方程上去,则得同解方程组.

由条件 (1)知这个同解方程组仍为正线性方程组. 则由文[1 ]定理得:若有

bk > ∑
j≠k

ak j

a j j - aak j
(bj - abk ) ,

对任 i≠k 有

bi - abk >
a ik - aakk

akk
bk + ∑

j≠i, k

a ij - aak j

a j j - aak j
(bj - abk ) ,

即

bi > ∑
j≠i

a ij

a j j
bj -

a
a j j
∑
j≠i, k

[a ijbk +
ak j (a j j - a ij )

a j j - aak j
(bj - abk ) ],

同解方程组存在正解. 故原方程组存在正解.
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Abstract

In th is paper, the concep t of po sit ive so lu t ion of po sit ive linear system s is g iven. Som e

new are g iven condit ion s fo r the ex istence of a po sit ive so lu t ion of po sit ive linear system , the

resu lt of [1 ] is generlized.
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