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利用矩阵方程研究两类线性方程反问题
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摘　要　将线性代数方程组反问题转化为解列满秩的矩阵方程 YB = C , 利用矩阵方

程解的结构简化反问题Ê [6 ]的初等变换法, 给出反问题Ë [6 ]一个猜测的简单证明.
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1　引　言

自从李森林先生首次提出一类线性代数方程组反问题[ 1 ]以来, 文[ 2- 5 ]研究了各种类型

的反问题. 纵观这些反问题, 不难发现它们都可以归结为以X 为未知矩阵的矩阵方程

A X = C. (1. 1)

反问题:“对给定满足一定条件的矩阵 X , C 确定的矩阵A , 使得它满足 (1. 1)”, 其中A ∈M s×r

(F ) , X ∈M n×m (F ) , C∈M s×m (F ). 这里的M k×l (F ) 表示数域 F 上 k× l 矩阵的全体. 这实际上

为新的一类以 Y 为未知矩阵的矩阵方程

YB = C　 (B = X ) (1. 2)

满足一定条件的解的存在性问题. 例如, 文献[6 ]研究的两类反问题 (以下简称为反问题Ê , 反

问题Ë )就可以视为矩阵方程 (1. 2)中

B = (Α1, Α2, ⋯, Αm ) n×m , C = (b, b, ⋯, b) s×m (1. 3)

情形, 这里的 Α1, Α2, ⋯, Αm 为 n 个分量的线性无关列向量组, b 为 s 个分量的列向量且 s= n- m

+ 1. 本文利用矩阵方程 (1. 2)解的结构简化反问题Ê 的初等变换法, 给出反问题Ë 中一个重要

猜测的简单证明.

2　反问题Ê 简化的初等变换法

首先研究矩阵方程 (1. 2)中矩阵B 列满秩时的解的表示. 设矩阵方程 (1. 2)中B , C 为

B = (Α1, Α2, ⋯, Αm ) n×m , C = (Β1, Β2, ⋯, Βm ) s×m , (2. 1)

Α1, Α2, ⋯, Αm 为给定的 n 个分量的线性无关列向量组, Β1, Β2, ⋯, Βm 为 s 个分量的列向量组. 如

果由 (2. 1) 决定的 (1. 2) 中矩阵B 列满秩, 那么利用熟知的线性代数知识知, 矩阵B 可经一系
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列初等行变换化为分块阵
Im

O (n- m )×m n×m

, 即存在 n 阶可逆阵 p =
M m ×n

N (n- m )×n

使得 PB =

Im

O (n- m )×m n×m

亦即

M m ×nB = Im , N (n- m )×nB = O (n- m )×m , (2. 2)

于是有

定理1　由 (2. 1)决定的矩阵方程 (1. 2)的一般解为

A s×n = CM m ×n + D s× (n- m )N (n- m )×n , (2. 3)

其中M m ×n ,N (n- m )×n满足 (2. 2) , D s× (n- m )为任意 s× (n- m )矩阵.

推论2　反问题Ê 的一般解为

A s×n = (b, b, ⋯, b) s×mM m ×n + D s× (n- m )N (n- m )×n , (2. 4)

定理1 (略)可以用通常初等变换法得到证明, 推论2是定理1的直接结果. 可以取文[6 ]中例子为

例说明如下.

例[ 6 ]　对 Α1= (1, 0, 0, 0, - 1) T , Α2= (0, - 1, 0, 1, 0) T , Α3= (0, 0, 1, - 1, 0) T , b= (1, 1, 1) T ,

可以按初等变换法求得所有3×5矩阵A 使得A x = b 以 Α1, Α2, Α3为解向量为

A 3×5 =

1 + b1 - 1 + Α1 - 1 + Α1 Α1 b1

1 + b2 - 1 + Α2 - 1 + Α2 Α2 b2

1 + b3 - 1 + Α3 - 1 + Α3 Α3 b3

, (2. 5)

其中诸 Αi, bi ( i= 1, 2, 3)为任意常数, 这个结果与文[6 ]完全一致.

3　反问题Ë 中一个重要猜测的简单证明

关于反问题Ë 中重要猜测[ 6 ]“秩A s×n= sΖ det (D s× (n- m ) , b) ≠0”, 可以给出肯定的回答. 事

实上, 有下面简单证明.

猜测的简单证明　将反问题Ê 的一般解 (2. 4)利用分块技巧变为

A s×n = (b, b, ⋯, b,D s× (n- m ) ) s×n

M m ×n

N (n- m )×n

, p =
M m ×n

N (n- m )×n

(3. 1)

注意到 P 为 n 阶可逆矩阵以及 s= n- m + 1可以知道

秩A s×n = 秩 (b, b, ⋯, b,D s× (n- m ) ) s×n = 秩 (D s× (n- m ) , b) s×s (3. 2)

秩 (D s× (n- m ) , b) s×s = sΖ det (D s× (n- m ) , b) ≠ 0 (3. 3)

于是由 (3. 2) , (3. 3)立刻得到秩A s×n= sΖ det (D s× (n- m ) , b)≠0, 重要猜测得到证明.

进一步地, 利用 (3. 2)还可以证明如下两个定理

定理3　反问题Ê 的一般解 (2. 4) 中秩A s×n = r (1≤r≤s) 的解总是存在的, 并且总有秩

A s×n= rΖ 秩 (D s× (n- m ) , b) = r 成立.

定理4　由 (2. 1) 式决定的矩阵方程 (1. 2) 一般解中总有秩A s×n= 秩 ( (C ,D s× (n- m ) ) 以及不

等式秩C≤秩A s×n≤s 成立.
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Abstract

T he inverse p rob lem s of linear equat ion s is reduced to m atrix equat ion YB = C , w here Β
is a m atrix of co lum n fu ll rank. By an elem en tary opera t ion in inverse p rob lem Ê w ith the

structu re of so lu t ion of the m atrix equat ion w e give a sim p le p roof fo r a con jectu re of inverse

p rob lem Ë in [6 ].
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