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设 f (x ) 在[a, b ] 上可积且下界为正, 则 f (x ) 在[a, b ] 上的双参数平均定义为

M p , q (f ) =

∫
b

a
f p (x ) d x

∫
b

a
f q (x ) d x

1
p - q

, p ≠ q,

exp
∫

b

a
f q (x ) lnf (x ) d x

∫
b

a
f q (x ) d x

, p = q.

显见,M p , 0 (f ) 为 f (x ) 在[a, b ] 上的 p 次幂平均M p (f ).

正数 x , y 的双参数平均[ 1, 2 ] 定义为

E p , q (x , y ) =
q (x p - y p )
p (x q - y q)

1
p - q

, x ≠ y ,

y , 　　　　　　 x = y ,

　p q (p - q) ≠ 0,

这时

　　　　　E p , p (x , y ) =
x x q

y y q

1

x q- y q

õ e
- 1

q , x ≠ y ,

y , 　　　　 x = y ,

　p = q ≠ 0;

　　　　　E 0, 0 (x , y ) = x y ;

　　　　　E p , 0 (x , y ) =
x p - y p

p ( lnx - lny )

1
p

, x ≠ y ,

y , 　　　　　 x = y ,

　p ≠ 0;

　　　　　E 0, q (x , y ) = E q, 0 (x , y ) , 　q ≠ 0.

易知, E 2p , p (x , y ) , E p , 1 (x , y ) , E p + 1, p (x , y ) 依次是文 [1 ] 中的幂平均M p (x , y ) , Sto la rsky

平均 S p (x , y ) , 单参数平均 J p (x , y ).

著名的H adam ard 不等式[ 3 ] 给出了连续的凸函数 f (x ) 在闭区间[a, b ] 上的算术平均与区
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间端点处函数值 f (a) , f (b) 的算术平均间的大小关系:

1
b - a∫

b

a
f (x ) d x ≤ f (a) + f (b)

2
. (1)

本文则在 f (x ) 的下界为正且导数 f ′(x ) 连续递增 (或递减) 的条件下用微积分将 (1) 推广

为下述凸函数的双参数平均不等式.

定理　设 f (x )是[a , b ]上正的连续函数, 且在 (a , b)内导数 f ′(x )连续递增 (下凸) , 则对任

意 p , q, 有

M p , q (f ) ≤ E p + 1, q+ 1 (f (a) , f (b) ) , (2)

仅当 f (x )为正的线性函数时等号成立.

若在 (a , b)内导数 f ′(x )连续递减 (上凸) , 则 (2)的不等号反向.

由定理易得

推论　在本文定理的条件下, 对任意 p , 有

M 2p - 1, p - 1 (f ) ≤M p (f (a) , f (b) ) , (3)

M p (f ) ≤ S p + 1 (f (a) , f (b) ) , (4)

M p , p - 1 (f ) ≤ J p (f (a) , f (b) ). (5)

若在 (a , b)内导数 f ′(x )连续递减 (上凸) , 则 (3) , (4) , (5) 的不等号反向; (3) , (4) , (5) 中等号

仅当 f (x )为正的线性函数时成立.

定理的证明用到下列引理

引理1　设 f (x )是[a , b ]上正的连续函数, 且在 (a , b)内导数 f ′(x )连续递增, 记

G (x ) = f
q+ 1 (x ) - f

q+ 1 (a) - (q+ 1) f ′(x )∫
x

a
f

q ( t) d t,

则

1)　当 q> - 1时, G (x )≤0;

2)　当 q< - 1时, G (x )≥0.

若在 (a , b)内导数 f ′(x )连续递减, 则1) , 2)的不等号反向.

引理2　设H (x ) = (p - q) x
p + 1- (p + 1) x

p - q+ (q+ 1) , x > 0, 则

1)　当 p > q> - 1或 q< p < - 1或 p < - 1而 q> - 1时, 对于 x ≠1有H (x ) > 0;

2)　当 p < q< - 1或- 1< p < q 或 p > - 1而 q< - 1时, 对于 x ≠1有H (x ) < 0.
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