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关于积分∫
b

a
f (x ) g (x ) d x 的一个不等式的注记

Ξ

孙　燮　华
(中国计量学院, 杭州310034)

摘　要　本文推广了有关积分∫
b

a
f (x ) g (x ) d s 的一个不等式并将其应用于∧2有界变

分函数 f (x )的 Fourier 系数的估计.
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为节省篇幅本文关于∧B ∨p 函数的概念和记号均与文[1 ]相同. 在研究函数的 Fou rier 级

数中W aterm an
[ 2 ]引入了∧B ∨函数的概念. W aterm an

[ 3 ]、王斯雷[ 4 ]、Sch ramm 和W aterm an
[ 5 ]

还对∧B ∨p 函数的 Fou rier 数 an (f ) , bn (f ) 作了估计. 本文推广王兴华的一个不等式, 并用它

来估计 an (f ) , 建立了精确的估计式.

定理A
[ 6 ]　设 f 和 g 是[a , b ]上L 2可积的函数,∫

b

a
g (x ) d x = 0. 假如由G (x ) = ∫

x

a
g ( t) d t

所定义的函数 G 在[a , b ]上仅有有限个零点, 且在以相邻两零点为端点的开区间内都恰有一

个极值点, 则

û∫
b

a
f (x ) g (x ) d x û ≤ 2

- 1öq
ess ∨

(p )
1 (f ; [a , b ]) ∨

(q)
1 (ûGû; [a , b ]) ,

这里1≤p≤+ ∞, 1≤q≤+ ∞, 满足1öp + 1öq= 1. 并且常数2
- 1öq是最好可能的.

今将上述不等式推广到∧B ∨p 函数.

定理　在定理A 的条件下, 设函数G 在[a , b ]上有 n+ 1个零点, 则对 f ∈∧B ∨p , p ≥1成

立

û∫
b

a
f (x ) g (x ) d x û ≤

n

∑
n

v= 1
1öΚv

1öp

2
- 1öq

ess ∨
(p )
1 ∧ (f ; [a , b ]) ∨

(q)
1 ∧ (ûGû; [a, b ]) , (1)

这里的系数 (∑
n

v= 1
1öΚv )

- 1
2

- 1öq 和 n 的阶都是最好可能的.

证明　用[6 ]的记号, 有[ 6, (21) ]

û∫
b

a
f (x ) g (x ) d x û ≤ sup {∑

n

v= 1
û f
� (Φv ) - f

� (Γv ) û∫
Φv

x v- 1

ûg (x ) ûd x ,
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Γv ∈ [x v- 1, Φv ], Φv ∈ [Φv , x v ], v = 1, ⋯, n}. (2)

用Hoβlder 不等式

∑
n

v= 1
û f
� (Φv ) - f

� (Γv ) û∫
Φv

x v- 1

ûg (x ) ûd x

　≤ {∑
n

v= 1
û f� (Φv) - f� (Γv ) û p

}
1öp

{∑
n

v= 1

(∫
Φv

x v1

ûg (x ) ûd x ) q
}

1öq
. (3)

不失一般性, 可以认为{û f� (Φv ) - f� (Γv ) û p }
n
v= 1是以递减的顺序排列, 而{

1
Κ}

n
v= 1也以递减顺序排

列, 用Chebyshev 不等式, 由上式可得

{∑
n

v= 1
û f� (Φv ) - f� (Γv ) û p

}
1öp
≤

n

∑
n

v= 1
1öΚv

∑
n

v= 1

û f� (Φv ) - f
� (Γv ) û p

Κv

1öp

≤
n

∑
n

v= 1
1öΚv

1öp

ess ∨
(p )
∧ (f ; [a , b ]).

另外, 有[ 6, (26) ]

{∑
n

v= 1

(∫
Φv

x v- 1

ûg (x ) ûd x ) q
}

1öq
= 2

- 1öq ∨
(q)
1 (ûGû; [a , b ]).

将上面两式代入 (3)得

∑
n

v= 1
û f� (Φv ) - f

� (Γv ) û∫
Φv

x v- 1

ûg (x ) ûd x

　≤
n

∑
n

v= 1
1öΚv

1öp

2- 1öqess ∨
(p )
∧ (f ; [a , b ]) ∨

(q)
1 (ûGû; [a, b ]).

于是, 由上式和 (2)推出 (1). 至于系数 (∑
n

v= 1
1öΚv )

- 1öp
2

- 1öq 和阶 n
1öp的最好可能性可由下面的例

子获得. 证毕.

现设 f ∈∧B ∨p , 来估计 f ∈L 2Π的 Fou rier 系数

an (f ) =
1
Π∫

2Π

0
f (x ) co snx d x.

注意到

G (x ) = ∫
x

0
co sn td t =

1
n

sinnx

在[0, 2Π]上有2n+ 1个零点,

G (2Π) = 0, ∨
(q)
1 (ûGû; [ 0, 2Π]) = 4

1öqön
1öp

.

用定理得

ûan (f ) û ≤ 2

Π(∑
2n

v= 1

1öΚv )
1öp

∨
(p )
∧ (f ; [ 0, 2Π]).

由[1 ]可知, 上式的系数和阶都是最好的.
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A Note on an Inequal ity of In tegra l∫
b

a
f (x ) g (x ) d x

S un X iehua
(D ivision of M ath. , Ch ina Insitu te of M etralogy, H angzhou 310034)

Abstract

W e genera lize an inequality of in tegra l∫
b

a
f (x ) g (x ) d x and app ly it to est im ate Fou rier

coefficien t of f (x ) of ∧ 2bounded varia t ion an (f ) and ob ta in the best est im at ion.

Keywords　inequality of in tegra l, Fou rier coefficien t, ∧2bounded varia t ion.
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