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1(M.W ard, 1942; A. Tarski, 1955) L, <) P L L
Fix(@={x L:¥x)=x}, Fix(® <
x < y=>Hx) < Hy).

(1) S={x L:¥x)< x} HD < 1, 1 S,s# J(s ). S

=u(s L ). Vx S,u< x,Hu) £ Hx) < x, Hu) S , Ru)
< u,ANW) £ Hu), Hu) S,u< Hu). Hu) = u, u  Fix(®.

(2) T={x L:x< RHx)} 0< |0, 0 T,T# @& T=v(T
L ). Vx T,x< v,x< Hx) < Hv), Av) T v Hv), Hy)
< HHv)), Hv) T,Hv)< v,Hv) = v, v Fix(®.

3 x Fix(P=>Hx)=x,Ax) < x,x S;Fix(P<S;u= S<x S,us x

Fix(@,u Fix(D, u Fix(@ .Fix(@cT,v= T=2x T,v= X
Fix(®,v Fix(®, v Fix(® )

(4) Fix (@ {xi Fix(®@:i 1}<Fix(®,I LW =
{x L:(Vi 1NxicsAHx)<x)}i I,xi<lxi=HAx)sHY<1 1 wWwz J

W= us Vx W,us x W,Hu)< Hx) < x W, Huo) W :
Huo) < ue, Vi I, xi W JXi S uo,Xi = Hxi) € Huo) € uo,xi = Hxi) <
HHAuo)) £ Kuo), Ruo) W ,uo< Ruo), Huo) = uo, o Fix(P,uo {xci I}

{xiii 1} Fix(@ u, Vi 1, xi< ug,xi= Axi) £ Hu) = ug,

xi< Hui) € u,ur Fix (P, Ut W,uo< us uo {xi Fix(®:i 1} Fix(®

(3), (4 Fix(P <
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L, <) P L L , x< y=>H{x) = Hy), Vx,y L,

Fix(® = {x L:¥Hx)= x}, (Fix(® < ?
6 ( L), ¥1) = 0,%K0) = 1,Ha) =
Ap) = a,Hc)= Kd)=¢, P L L , x< y=>¥x)= Ay),Vx,y L,Fix(®
= {a,c}, {a,ct = ( {a,c} ).
2 L, <) ,SSL,S < , L
( 1 ) Y
Fix(@={x L:Hx)= x}=range(@P= {Hx):x L} =S
s=0( s ), s= 1( s ), VxS
< x< 1Is s, s S S
x L, Ax) = S{y:y S,y (x 0s) L}, ¥ L L ( ),
Hx) S
X S, 10 x<1,x 0) 1s= x ls:x,(F(x):S{y:y S,y< (x
0s) 1s} = s{y:y S,y< x} = SZ, X S, x X S ,Ax) <
X; X< x,x S, x 2 x < Hx). HAx) = x. x S=>x) = x

x S, Hx)= x ScC Fix(@P={x L:¥Ax)= x}
x  Fix(®, Hx)= x,x= Hx) range(P = {Hx):x L},
Fix (@ < range(9.

y range(®, x L y= Hx),Ax) S, range(P S ScFix(Pc
range(dP < S, Fix (@ = range(® = S.

x L, @®Ax) range(P=5s= Fix(P,Ax) Fix(@, HAx)) = Hx) (

).

X1< Xo,

(X1 Os) 1< (Xz Os) 1s,
Ax) = {y:y S,y< (xa 0) 1}= X,

QXXz):S{y:y S,y< (x2 0) 1}= 2
y 21 ,y S,y< (x2 0) 1s< (x2 0s) s, y 22, 2uC 2o, XS 2o

Ax1) € Hxz) ( ). @ , Fix (@ = range(® = S.
3 L, <) ,ScL,S < o L
@ Fix (@ = range(® = S.
2, 1 , 3
4 L, <) P L , L
Y Fix (P = Fix(Y) = range(¥), V@ Fix (Y@ =

range(YP = Fix (P = Fix (YP.
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5 L, <) ,SSL,S ‘xi S, Vi 1= xi S,

L @ 1) Ax) < x,Vx L. 2 AAx)) = Ax),Vx L. 3) HAx) Hy))
= Ax  y),Vx,y L.
x L, Hx)= {y S:y< x}
Vx L,Hx)= {y S:y< x}< x (1)
us v

Ru)= {y Siysu= X,
={y S:y<sul,Rv)= {y Sysvi= X, %= {y Siy< v}
y iy S,y us v,y 2,2CS 2 X< X

Hu) < Hv).
x S, Ax)= {y S:ysx}= I X={y S:y< x},x S,x< x,
x X X2 x,®x)= X=x; (1): Hx) < x, Ax) = x. Hx) = {y S:y
< x}= ZuXai={y S:iy<x}}HRx))= {y S:y<s HAx)}= 222={y S:
y< Ax)},y Xy S,y x,y= Ay) < Ax),y 2o, 2uS X, 2as 22, ¥Vx) <
HHx)); (1): Ax) < x Ax), KHAx)) < Ax), HAx)) = Rx).

x y<x HAx y)< Hx)
v ysy Bx y)< @A) Ax y)< Ax) HAy)

3;;2; Hx) Hy) < x vy
Ax y)<s Ax) Hy)s x vy
Ax  y)= HAx y)) < HHAx) Hy)) < Ax y)
RAx) Hy)) = Ax y).
S< Fix(® < range(P < S (Ax) s)
6 L, <) P L :

1° HUx) < x,Vx L;
2° HHAx)) = Ax),Vx L;
3 HAx) Hy)) = Hx vy),Vx,y L.

1) Fix(® = range(P;

2) x< y=>%"x) < Hy);

3) xi Fix(®, Vi |:>i Xi Fix (P.

1) x Fix(P={x L:Ax)= x}>%x)=x,x= RAx) range(P = {Hx):

x L}, Fix(® < range(9.

y range(@=3x L,y= Hx),Hy)= HHx)) : Ax) = y,y Fix(P, range(P <
Fix (9, Fix (® = range(D.

2) x<y, x y=x, 31°
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Ax) = Ax  y) = HAx) Hy)) < Hx) Hy) < Rx),
ARx) Hy) = Hx),Hx) = Hx) Hy) £ HAy), Rx) = HAy).
3) Vi I,xi Fix(®,
Vi |,XiSi IXi,Xi: Hxi) < Q:(i IXi) Si IXi( 2) 19, xis K IXi) < IXi,

7 L, <) ,S<L,S
1) xi S,Vi |=>i Xi S;
2) x S,y S=>x y S
L P :
1° Ax) < x,Vx L;
2> HAx)) = Ax),Vx L;
3 #Ax) Hy)= Hx vy),Vx,y L.
5 CHHx) Hy))= Hx  y),Hx)= {y Siy<
x} S, Ry) s, 2
Ax) Hy) S, HAx) @Hy))= Hx) Hy),
RAx) Hy) = Hx y).
8 L, <) P L
1° HAx) < x,Vx L;
2° HHAx)) = Ax),Vx L;
3 Ax) Hy)= Rx y),Vx,y L.

1) Fix(® = range(P;
2) x< y=>¥x) < Hy);
3) xi Fix(®, Vi = X Fix (9;

4) x Fix(®,y Fix(P=>x vy Fix(®

7, 8 , Kuratow sKki
7 .

2) x<y=2x y=x,Ax)= Ax y)= Hx) Hy) < Hy). 3,
22Ax)  AHy)= Ax  y), HRx) Hy)) = HAx y))= Hx ). 7

4) :x  Fix(@ = range(P,y Fix(P= range(P=>3u,v L Hu) = x,
Rv) = y,x y=Hu Hv)= Hu v) range(P = Fix(¥, x y Fix(®

9 L, <) ,.ScL,S :
1) xi S, Vi 1 )= xi S

2) x S,y S=>x vy S
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2).
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s=1

L 12 :
Hx) € x,Vx L;
HAx)) = Ax), Vx L;
RAx) Hy)= Hx vy),Vx,y L;
X1 =1

10 L, <) P L
HAx) < x,Vx L;
HAx)) = Ax),Vx L.

Ax) Hy)= Hx vy),Vx,y L;
H) = 1

Fix (® = range(P;
x< y=>®x) < Hy),Vx,y L;
Xi Fix (®, Vi |$i IXi Fix (®;

x Fix(®,y Fix@=x vy Fix(®;

1  Fix(P.

9, 10
11 L, <) ,SEL,S
xi S, Vi 1 )=>i Xi S;

X; S,Vj Jﬁijxj S.

L Y

HAx) < x,Vx L;

HHAx)) = Hx), Vx L;

iJ(RXj): q(j JXj),Vi J,x; L( J , ,|J|

12 L, <) P L
HUAx) < x,Vx L;

RHAx)) = Hx),Vx L;

,~ JHx)) = (F(J_ X)L, Vi dox L

Fix (@ = range(P,
x< y=>%®{x) < Hy),Vx,y L;

xi Fix(@, Vi 1,1 => X Fix (9;
x; Fix(®, V] J:>j X Fix (P ( J , , |J |
13 L, <) ,J : oz 20
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,SCL 'xi S, Vi |:>i|xi S;x; S, Vj J=> x; S s=1
; L 2
Fix(® = range(® = S;Hx) < x,Vx L;HHx)) = Ax),Vx L; ,- J(ij) =
(Rj JXj),Vj J,x; L;¥H1) = Lxi Fix(P, Vi = X Fix(@;x; Fix(P,Vj
.]:>j RS Fix (P.

14 (B! S, L 1*1071) 1J L
=20 ,SSB,S B Lo S\Vi 1= xi o Six
S, Vj J=> Xi S : B P Fix(@= range(P = S; Ax)
]

< x,Vx L;HARx)) = Ax),Vx L; ,- J(F(xj): q(j Jx,-),‘v’j J,xi L; KD = Lxi
Fix(®, Vi 1= xi Fix(@;x; Fix(P, V] J:j RY Fix (P.

15 (Bl S, 7 1*10!1) 1J L
L= 20 ,SCSB,S B ,ixi S\Vi 0= oxi Six S,
Vi J=> x; S : B P  Fix(P = range(P = s; (,- Jaj)

( Ha)) HAb)= K a b (®D)',Vj J,a Bja Fx(® Vi I=

jJ

a Fix(P; a5 Fix(®, V] J:>Haj Fix (9.
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Canplete Subsetsand Their Corresponding Functions
in a Canpletel attice

Karping Shum
(Dept of M ath , The ChineseU niversity of Hong Kong)

Yang A nzhou
(Dept of M ath , Beijing Polytechnic U niversity, 100022)
Abstract
In this paper, relationships betw een various complete subsets and their corregponding
functions in a complete lattice are investigated, several characterization theorans are ob-
tained
Keywords complete lattice, complete subset, iotonemapping
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