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图的强收缩核与图的强自同态幺半群的正则性
Ξ

樊　锁　海
(暨南大学数学系, 广州510632)

摘　要　本文研究图及其强自同态幺半群. 首先刻画了图的强自同态幺半群的正则

元,然后给出了此幺半群正则的充要条件. 这推广了[ 1 ]和[ 2 ]中关于有限图的强自同态幺半群

正则的结果.
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1　引　言

图及其自同态幺半群近年来已成为图论和半群代数理论交叉领域十分活跃的研究课题.

它研究图的组合结构和图的自同态幺半群的代数结构以及它们之间的本质联系,既丰富了组

合数学的内容,又为半群代数理论在图论中的应用开辟了广泛的前景. 八十年代后期,德国学

者U. Knauer 讨论了图的各种自同态[ 1, 3, 4 ]
; 作者也刻画了自同态幺半群正则的二分图的结

构[ 5 ] ,确定了 E - S 不可收缩图[ 6 ] ,讨论了图的字典序积的自同态幺半群[ 7 ]. 本文则讨论图的强

自同态幺半群的正则性.

下面给出一些本文常用的概念和术语,有关其它图论和半群理论的概念, 请参考 [ 8 ]和

[9 ].

图X = (V (X ) , E (X ) ) 是一有序对,其中V (X ) 称为X 的顶点集, E (X ) Α V (X ) ×V (X )

是V (X ) 上的一个二元关系,称为X 的边集. 关于 x 1, x 2∈V (X ) ,如果 (x 1, x 2) ∈ E (X ) ,那么

称 (x 1, x 2) 是一条有向边. 关于两个图 X = (U (X ) , E (X ) ) 和 Y = (V (Y ) , E (Y ) ) , 映射 f :

V (X ) →V (Y ) 称为图 X 到 Y 的同态, 如果关于任意两个顶点 x 1, x 2, (x 1, x 2) ∈ E (X ) 蕴涵

(f (x 1) , f (x 2) ) ∈ E (Y ) ; 同态 f 称为强同态, 如果 (f (x 1) , f (x 2) ) ∈ E (Y ) 蕴涵 (x 1, x 2) ∈

E (X ) ; 同态 f 称为同构,如果存在图 Y 到 X 的同态 g ,满足 f g = idV (Y ) 和 g f = idV (X ) , 这里

idV (X ) 表示集合V (X ) 上的恒等映射. 图X 到它自身的同态称为X 的自同态, X 的自同态的集

合在映射合成下构成一个幺半群,记为 EndX ,称为图 X 的自同态幺半群. 类似地有图 X 的强

自同态幺半群 S EndX 和自同构群A u tX . 显然,A u tX Α S EndX Α EndX .

设 X 是一个图,它的强自同态幺半群为 S EndX . 设 f ∈S EndX ,记 ran (f ) 是同态 f 在集

V (X ) 上的值域, R (f ) 是由顶点子集 ran (f ) 导出的X 的子图,称为图X 在强自同态 f 下的强
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自同态像图. 称 f 是图X 的强收缩映射,如果 f 是幺半群S EndX 的幂等元,即 f = f f ;称X

的导出子图A 是X 的强收缩核,如果存在强收缩映射 f 使得A = R (f ).

设 S 是一个幺半群,称 a∈S 是S 的正则元. 如果存在 b∈S ,使得 aba = a. 称幺半群S 是

正则幺半群,如果 S 的所有元素都是正则元.

2　强自同态幺半群的正则性

定理 2. 1　设 S EndX 是图 X 的强自同态幺半群, f ∈ S EndX . 则 f 是正则元当且仅当

R (f ) 是图X 的强收缩核,而且存在X 的强收缩核A 使得 f 在V (A ) 上的限制 f ûV (A ) 是图A 到

R (f ) 上的同构.

证明　假设 f 是 S EndX 的正则元, 则存在 g ∈ S EndX 使得 f g f = f . 有 ran (f g ) Α
ran (f ) , 且 ran (f ) = ran (f g f ) Α ran (f g ) , 从而 ran (f g ) = ran (f ). 而 f g = (f g f ) g =

(f g ) (f g ) ,所以R (f ) = R (f g ) 是图X 的强收缩核. 令A = R (g f ) ,显然A 也是X 的强收缩

核,注意到 f ûV (A ) 是图A 到R (f ) 上的同态, g ûV (R (f ) ) 是图R (f ) 到A 的同态,且 f ûV (A ) õ g ûV (R (f ) )

= idV (R (f ) ) , g ûV (R (f ) ) f ûV (A ) = idV (A ) ,所以由定义知 f ûV (A ) 是图A 到R (f ) 上的同构.

反之,假设R (f ) 是强收缩核,而且存在强收缩核A 使得 f ûV (A ) 同构地映射A 到R (f ) 上.

于是有强收缩映射 e∈S EndX 使得R (f ) = R (e). 设 t是R (f ) 到A 上的同构,显然 t (f ûV (A ) )

= idV (A ) , (f ûV (A ) ) t = idV (R (f ) ). 令 g = te, 则 g ∈ S EndX . 事实上, 关于 x 1, x 2 ∈V (X ) , 若有

( tex 1, tex 2) ∈ E (X ) , 则有 ( tex 1, tex 2) ∈ E (A ). 而 f ûV (A ) 是 A 到 R (f ) 上的同构, 所以

(f ûV (A ) tex 1, f ûV (A ) tex 2) ∈ E (R (f ) ). 但 f ûV (A ) t = idV (R (f ) ) , 从而有 (ex 1, ex 2) ∈ E (R (f ) ) Α
E (X ). 再由 e∈ S EndX 得 (x 1, x 2) ∈ E (X ). 显然 g = te∈ EndX ,所以 g = te∈ S EndX . 由

于 e = ee且 R (f ) = R (e) ,有 ef = f ,因而 f g f = f ( te) f = f t (ef ) = f tf = (f ûV (A ) t) f =

(idV (R (f ) ) ) f = f . 最后得 f 是 S EndX 的正则元.

设M 是一个幺半群,A 是M 的子集,称A 在M 中是左酉的,如果关于任意 a∈A ,m ∈M ,

am ∈M 蕴涵m ∈A ,记 T (V (X ) ) 为集合V (X ) 上的全变换幺半群.

命题 2. 2　幺半群 S EndX 在幺半群 T (V (X ) ) 中左酉.

证明　将证明关于任意 s∈ S EndX , t∈ T (V (X ) ) ,由 st∈ S EndX 可得 t∈ S EndX . 关

于 x 1, x 2 ∈V (X ) , (x 1, x 2) ∈ E (X ) 当且仅当 (stx 1, stx 2) ∈ E (X ) ,后者又等价于 ( tx 1, tx 2) ∈

E (X ). 从而又有 t∈ S EndX .

命题 2. 3　设 f ∈S EndX ,则存在X 的强收缩核A 使得 f ûV (A ) 是图A 到R (f ) 上的同构

映射.

证明　 设 f ∈ S EndX Α T (V (X ) ) , 则由于 T (V (X ) ) 是正则幺半群, 所以存在 g ∈

T (V (X ) ) 使得 f g f = f . 由命题 2. 2知幺半群 S EndX 在 T (V (X ) ) 中左酉,从而由 f (g f ) =

f g f = f ∈ S EndX 可得 g f ∈ S EndX . 令A = R (g f ) ,则A 是X 的强收缩核,而且 f ûV (A ) 是

图A 到R (f ) 上的同构. 事实上, f ûV (A ) 是V (A ) = V (R (g f ) ) 到V (R (f ) ) 上的双射:由 f (x 1)

= f (x 2) 可得 g f (x 1) = g f (x 2) ,所以 g f (x 1) ≠ g f (x 2) 必有 f (x 1) ≠ f (x 2) ,即 f ûV (A ) g f (x 1)

≠ f ûV (A ) g f (x 2) ,则 f ûV (A ) 是单射;关于V (R (f ) ) 中任意元素 f (x ) ,存在 g f (x ) ∈V (R (g f ) )

= V (A ) ,使得 f ûV (A ) g f (x ) = f g f (x ) = f (x ) ,即 f ûV (A ) 是满射. 同时 f ûV (A ) 是A 到R (f ) 上
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的强同态,所以 f ûV (A ) 是A 到R (f ) 上的同构.

由定理 2. 1和命题 2. 3可得: f ∈S EndX 是正则元当且仅当R (f ) 是X 的强收缩核. 于是

有

定理 2. 4　设X 是一个图,则强自同态幺半群S EndX 正则当且仅当X 的任意强自同态像

图都是 X 的强收缩核.

命题 2. 5　设 f ∈ S EndX ,若存在正整数m 使得 f m f m = f m ,则R (f ) 是X 的强收缩核.

证明　设 f ∈ S EndX ,且存在m 使得 f m f m = f m ,令V (X ) 上的映射 e如下: e (x ) = x ,

如果 x ∈ ran (f ) ; e (x ) = f m (x ) , 如果 x | ran (f ). 显然 ran (f ) = ran (e). 下面证明 e ∈

S EndX ,即关于任意两个顶点 x 1和x 2, (e (x 1) , e (x 2) ) ∈E (X ) 当且仅当 (x 1, x 2) ∈E (X ). 分四

种情形讨论.

(1)　若 x 1, x 2 ∈ ran (f ) ,则 e (x 1) = x 1, e (x 2) = x 2. 结论显然成立.

(2)　若 x 1 | ran (f ) , x 2 | ran (f ) ,则e (x 1) = f m (x 1) , e (x 2) = f m (x 2). 因为 f ∈S EndX ,

所以 (f (x 1) , f (x 2) ) ∈ E (X ) , 当且仅当 (x 1, x 2) ∈ E (X ) , 前者又等价于 (f 2 (x 1) , f 2 (x 2) ) ∈

E (X ). 依次继续,可得 (x 1, x 2) ∈E (X ) 与 (f m (x 1) , f m (x 2) ) ∈E (X ) 等价,即 (x 1, x 2) ∈E (X )

当且仅当 (e (x 1) , e (x 2) ) ∈ E (X ).

(3)　若 x 1∈ ran (f ) , x 2 | ran (f ) ,则 e (x 1) = x 1, e (x 2) = f m (x 2) ,因为 (x 1, x 2) ∈E (X )

等价于 (f 2m (x 1) , f 2m (x 2) ) ∈ E (X ) , 即 (f m (x 1) , f m f m (x 2) ) ∈ E (X ) , 后者又等价于 (x 1,

f m (x 2) ) ∈ E (X ) ,此即 (e (x 1) , e (x 2) ) ∈ E (X ).

(4)　若 x 1 | ran (f ) , x 2 ∈ ran (f ). 同情形 (3) 可证.

所以在任何情形下, 均有 (x 1, x 2) ∈ E (X ) 当且仅当 (e (x 1) , e (x 2) ) ∈ E (X ) , 即 e ∈

S EndX . 而由 e的定义易知 ee (x ) = e (x ) ,即 ee = e. 所以R (f ) = R (e) 是图X 的强收缩核.

注记　若命题 2. 5中条件不满足,则结论亦不真. 例如图X = (V , E ) ,其中V = {1, 2,⋯,

n ,⋯}, E = { (1, 2) , (2, 3) ,⋯, (n , n + 1) ,⋯}. 令 f (n) = n + 1, n ∈V ,则 f ∈S EndX . 而且

f m (n) = n + m 关于任意正整数m , 所以 f m f m ≠ f m. 这时强自同态像图 R (f ) = (V ø{1},

E ø{ (1, 2) }) 也不是X 的强收缩核. 否则,存在强收缩映射 e使得R (e) = R (f ) ,则 e保持R (f )

的顶点不动,即 e (n) = n , n≠ 1且 e (1) ≠ 1. 但由 (1, 2) ∈E (X ) 及 e∈S EndX 知 (e (1) , e (2) )

∈ E (X ) ,即 (e (1) , 2) ∈ E (X ) ,这与X 的结构矛盾.

注意到一个半群 S 的元素 a 的阶数是由 a 生成的子半群的所含元素个数,称 a 是有限阶

的,如果它生成的子半群所含元素是有限的. 半群 S 称为周期半群,如果 S 的所有元素都是有

限阶的. 在一个周期半群S 中,关于任意元素a ,都存在正整数m 使得am am = am. 而有限半群必

是周期半群.

推论 2. 7　设 S EndX 是图X 的强自同态幺半群,若 S EndX 是周期幺半群,则 S EndX 正

则. 特别,有限强自同态幺半群是正则幺半群.

设X = (V (X ) , E (X ) ) 是一个图. 若V (X ) 是有限集,则称X 为有限图,这时边集E (X ) 也

是有限的. 若 E (X ) 是V (X ) 上的一个对称二元关系,即若有 (x 1, x 2) ∈ E (X ) 则必 (x 2, x 1) ∈

E (X ) ,则称X 为无向图,这时可用无序对{x 1, x 2}代替两个有序对 (x 1, x 2) 和 (x 2, x 1) ,把E (X )

看成V (X ) 的二元子集组成的集合. 若{x , x }∈E (X ) ,则称X 含有自环{x , x }. 称顶点集有限、

不含自环的无向图为有限简单图.
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推论 2. 8　 (1) 若X 是无向图,则S EndX 正则当且仅当X 的任意一个强自同态像图都

是强收缩核.

(2)　若X 是有限图,则 S EndX 是正则幺半群.

(3)　若X 是有限简单图,则 S EndX 是正则幺半群.

考虑三个基本的无限无向图,分别是无限星图 K 1,∞,其中V (K 1,∞) = {0, 1, 2,⋯, n ,⋯},

E (K 1,∞) = {{0, 1}, {0, 2},⋯, {0, n},⋯}; 单向无限路 P∞, 其中V (P ∞) = {1, 2,⋯, n ,⋯},

E (P ∞) = {{1, 2}, {2, 3},⋯, {n , n + 1},⋯};双向无限路P ,其中V (P ) = {⋯, - n ,⋯, - 2,

- 1, 0, 1, 2,⋯, n ,⋯}, E (P ) = {⋯, {- n , - (n - 1) },⋯, {- 2, - 1}, {- 1, 0}, {0, 1},⋯,

{n , n + 1},⋯}. 有

命题 2. 9　强自同态幺半群 S EndK 1,∞和 S EndP 都是正则幺半群,而 S E nd P ∞不是正则

幺半群.

证明　容易验证,无限星图 K 1,∞的任意强自同态像图都是它的强收缩核,而双向无限路

P 的任意强自同态像图是它本身当然也是强收缩核,所以根据推论 2. 8 (1) 知它们的强自同态

幺半群 S EndK 1,∞ 和 S EndP 都正则.

关于单向无限路 P ∞,令 f 为V (P ∞) 上映射, f (n) = n + 1,关于任意 n∈V (P ∞) ,可验证

f ∈ S EndP ∞. 但强自同态像图R (f ) 不是 P ∞的强收缩核. 否则有强收缩映射 e使得R (f ) =

R (e). 则有 e (n) = n 关于 n≥ 2, n∈ ran (f ) ;而 1 | ran (f ) ,所以 e (1) ≠ 1. 设 e (1) = k , k >

1,则{e (1) , e (k + 1) } = {k , k + 1}∈E (P ∞) , e是强自同态,所以{1, k + 1}∈E (P ∞). 但这与

P ∞ 结构矛盾. 因此根据推论 2. 8 (1) 和 S EndP ∞不是正则幺半群.

下面证明[1 ] 中定理 4. 1可以由本文推论 2. 8 (1) 推出.

有关定义和性质均参考[1 ]. U. Knauer把图X 分解成图X 的自然强因子图U = X û v与一

族完全不连通图的广义字典序积,即 X = U [ (Y u) u∈V (U ) ]. 而且当 ûU û < + ∞,即U 是有限图

时, u ∈ p 1 ( Im Υ) ,关于 u ∈V (U ) , Υ∈ S EndX ,这里 Im Υ= ran (Υ).

设 Υ ∈ S EndX . 构造 V (X ) 上映射 e, 关于任意 x ∈ V (X ) , x = (u , y u) ∈

V (U [ (Y u) u∈V (U ) ]). 由 u∈p 1 ( Im Υ) 知{ (u , y u) ûy u∈Y u}∩ Im Υ≠Á . 令 e保持集{ (u , y u) ûy u∈

Y u}中元素不动,而将集{ (u , y u) ûy u∈Y u}中其余元素映到集{ (u , y u) ûy u∈Y u}∩ Im Υ中去,则

e是图X 的强收缩映射,而且 ran (e) = ran (Υ) ,即R (Υ) = R (e) 是强收缩核,于是根据结论 2.

8 (1) 可得.

定理 2. 9
[ 1 ]　设X = U [ (Y u) u∈V (U ) ] 是一个图且U 是有限图,则 S EndX 是正则幺半群.

若考虑双向无限路 P 与一族完全不连通图的广义字典序积,可以验证此广义字典序积图

的任意一个强自同态像图都是强收缩核,由推论 2. 8 (1) 知此广义字典序积的强自同态幺半群

是正则幺半群,而定理 2. 9却不能对此图进行判断.
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Strong Retracts and the Regular ity of Strong
Endom orph ism M ono ids of Graphs

F an S uoha i
(D ep t. of M ath. , J inan U niv. , Guangzhou 510632)

Abstract

Graph s and their st rong endom o rph ism m ono ids are con sidered in th is paper. F irst, the

regu lar elem en ts of st rong endom o rph ism m ono ids of graph s are characterized. T hen neces2
sary and sufficien t condit ion s fo r these m ono ids to be regu lar are g iven. T hese resu lts gener2
a lize tha t of U. Knauer and L iW eim in abou t the regu larity of st rong endom o rph ism m ono ids

of fin ite graph s.

Keywords　graph s, st rong endom o rph ism , m ono id, st rong retract, regu lar.
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