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矩阵方程X + A T X - 1A = I 的正定解及反问题求解
Ξ

蒋　永　泉
(徐州师范大学数学系, 江苏221009)

摘　要　本文得到矩阵方程 X + A T X - 1A = I 的反问题题的充要条件及反问题解的

一般形式, 进而得到正定解的充要条件及一定条件下正解解的一般形式.
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矩阵方程

X + A TX - 1A = I , (1)

其中A 为 n 阶实方阵,A
T 为A 的转置, I 为 n 阶单位矩阵. 在[ 1 ]中, 作者提出了 (1) 的正定解

问题, 文[2 ], [ 3 ]对 (1)的正定解问题作了许多有益的工作. 本文对 (1)的反问题进行讨论, 得到

了 (1) 的反问题有解的充要条件及反问题解的一般形式, 进而得到 (1) 有正定解的充要条件及

A 在一定条件下 (1)的正定解的一般形式.

定理1　 (1)的反问题有解的充要条件是正定阵 X 的特征值不大于1. 且此时 (1) 的反问题

解的一般形式为

A = U diag (Κ
1
2
i )Q diag ( (1 - Κi)

1
2 )U

T , (2)

其中 Κi 是 X 的特征值, U 是适合U
T
X U = diag (Κi) =

△

diag (Κ1, Κ2, ⋯, Κn) 的正交阵, 而Q 为任意

n 阶正交阵.

定理2　 (1) 有正定解的充要条件是A 可以表示成 (2) 的形式, 其中0< Κi≤1, U , Q 为正交

阵, 且此时 X = U diag (Κi)U
T 是 (1)的一个正定解.

定理3　若A 可表示成 (2)的形式, 则A 的谱半径一定不大于 1
2

.

能表示成形式 (2)的矩阵A 的谱半径一定不大于 1
2

, 但A 不一定是正规矩阵, 例

A =

1
4

0

-
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=
1
2

0

0 1

1
2

3
2

-
3

2
1
2

1 -
1
2

0

0 0

可表示成 (2) 的形式, 但A 不正规. 因而本文定理2的结论要比文[ 3 ]中定理11的结论更广泛.
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进一步, 当A 的谱半径不大于 1
2

, 且相似于对角阵时, (1) 有正定解, 并可求出解的一般形

式.

定理4　设

A = U

a1 I i1

ω
as I is

0

U
T
, (3)

其中 a1, ⋯, as 互不相同, 且0< a j≤
1
2

, I ij为 i j 阶单位矩阵, i1+ ⋯+ is= r,U 为正交阵, 则 (1) 有

正定解, 且解的一般形式是

X = U

X 1

ω
X s

I n- r

U
T
,

其中

X j = U j

1 ± 1 - 4a2
j

2

ω

1 ± 1 - 4a2
j

2

U
T
j ,

而U j 是任意 i j 阶正交阵, j = 1, 2, ⋯, s, n 是A 的阶数.

定理2的证明可将 (3)代入 (1) , 通过解矩阵方程来完成.

对 (1)的讨论可很方便地推广到复数域上.
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