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一类二阶非线性泛函微分方程解的渐近性及振动性
Ξ
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摘　要　本文讨论二阶非线性泛函微分方程
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关于线性泛函微分方程解的渐近性及振动性,已有大量的研究. 但对非线性泛函微分方程
解的渐近性及振动性的研究结果还比较少. [ 1 ]研究了如下泛函微分方程

(r ( t) x′( t) )′+ ∑
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p i ( t) g′i (x ( t - Σi ( t) ) ) + ∑
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i= 0

q i ( t) g i (x ( t - Σi ( t) ) ) = f ( t) (1)

的解的渐近性,这是一类拟线性泛函微分方程 (解或延迟解的低阶项是非线性的) ,文[ 2 ]研究
如下方程

(r ( t) x′( t) )′+ ∑
n

i= 0
G

i
u ( t, x (h i ( t) ) ) x′(h i ( t) ) + ∑

n

i= 0
Q i ( t, x (h i ( t) ) ) = f ( t) (2)

的渐近性,对文[1 ]作了一些推广. 本文研究如下非线性泛函微分方程
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当 Υ( t, x ( t) , x′( t) ) = r ( t) x′( t) ,且 g i ( t, x (h i ( t) ) )与第一个变元无关 (即 5
5t

g i ( t, u ) = 0)时,方

程 (E)即为 (2). 因此本文推广了文[ 1 ]及文[ 2 ]的方程类型 (即从拟线性泛函微分方程推广到
非线性泛函微分方程). 在一定的条件下,得到方程 (E)的几个渐近性及振动性结果.

本文始终假定:
( i)　h i ( t)连续, 0≤h i ( t)≤t, i= 0, 1,⋯, n ,且当 t→+ ∞时, h i ( t)→+ ∞, i= 0, 1,⋯, n;

( ii)　f ( t)连续,∫
t

t0

û f (s) ûd s < ∞ (Π t > t0) .

定义　如果方程 (E)的一个解 x ( t)有任意大的实零点,则称 x ( t)是振动的,当振动解 x ( t)

在 t充分大以后, x ( t)不变号, 则称 x ( t)为 Z 型解. 如果 x ( t)是最终为正或最终为负, 则称

x ( t) 为非振动解.

定理 1　假设方程 (E)满足条件:
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1)　Υ( t, u , v ) v > 0, v≠0时;且全导数d Υ
d t
连续;

2)　g i ( t, u ) u> 0, u≠0时;且 g i ( t, u )连续可微;

3)　对任意正常数 T ,当 t> T 时,

∑
n

i= 0∫
t

T
q i (s, x (h i (s) ) ) d s = + ∞ ( t→+ ∞).

则方程 (E)的一切非振动解 x ( t)满足 x ( t)→c ( t→+ ∞) ,且 (E)的 Z 型解 x ( t)→0 ( t→∞).

证明　不妨设 x ( t)为 (E)的最终正解,即存在 T > 0, t> T 时, x ( t) > 0且有 x (h i ( t) ) > 0, 0

≤i≤n. 方程 (E)与下列方程等价

[Υ( t, x ( t) , x′( t) ) + ∑
n

i= 0
g i ( t, x (h i ( t) ) ) ]′+ ∑

n

i= 0
q i ( t, x (h i ( t) ) ) = f ( t) , (3)

对 (3)两边由 T 到 t积分 ( t> T )

Υ( t, x ( t) , x′( t) ) + ∑
n

i= 0
g i ( t, x (h i ( t) ) ) - c1 =∫

t

T
[ f (s) - ∑

n

i= 0
q i (s, x (h i (s) ) ) ]d s

Υ( t, x ( t) , x′( t) ) + ∑
n

i= 0

g i ( t, x (h i ( t) ) ) ≤ c - ∑
n

i= 0∫
t

T
q i (s, x (h i (s) ) ) d s

令 t→+ ∞,得

Υ( t, x ( t) , x′( t) ) + ∑
n

i= 0
g i ( t, x (h i ( t) ) ) →- ∞ ( t→+ ∞). (4)

当 t→+ ∞时, x (h i ( t) ) > 0,由条件 (2) g i ( t, x (h i ( t) ) ) > 0,于是

Υ( t, x ( t) , x′( t) ) < 0. (5)

由条件 (1) ,得 x′( t)≤0,所以 x ( t)单调递减,且有下界 x ( t) > 0,其极限存在,即有

lim
t→+ ∞

x ( t) = c≥0.

对 Z 型解,同上可证 lim
t→+ ∞

x ( t) = c≥0.

由于 Z 型解有子列 tK , K→∞, tK→+ ∞使得lim
k→∞

x ( tK ) = 0,故 c= 0,即 Z 型解收敛于 0.

注　在定理 1中若把条件 (2)改为:

设 g i ( t, u )对一切 i= 0, 1,⋯, n 有界,且连续可微,其它条件不变,从证明过程知定理 1的

结论仍成立.

推论　若把定理 1中条件 (1)改为: Υ( t, u , v ) = Υ( t, u ) Ω(v ) ,
d Υ
d t

,
d Ω
d t
连续,且 Υ( t, u ) > 0及

Ω(v ) v > 0, v≠0时; 或 Υ( t, u ) < 0及 Ω(v ) v < 0, v≠0时,其它条件不变,则定理 1 的结论仍成

立.

证明　由于 Υ( t, u , v ) v = Υ( t, u ) Ω(v ) v > 0,即条件 (1)仍成立,故定理 1的结论成立.

例　给出如下二阶非线性泛函微分方程

　　 (e
t
x (x′) 3)′+ tx′( t- Σ1) + ax ( t- Σ1) + e

t
x

3 ( t- Σ2) = 3e
- 3t+ (a- t) e

- t+ Σ2+ e
- 2t+ 3Σ2 ,

其中 a> 1, Σ1, Σ2 均为大于 0的常数. 易知上述方程满足定理 1的条件,故所有非振动解 x ( t)满

足lim
t→∞

x ( t) = c≥0, Z 型解收敛于 0. 事实上,上述方程有非振动解 x ( t) = e
- t→0 ( t→∞).

定理 2　设

1)　d Υ
d t
连续,且 lim

t→+ ∞

Υ( t, x ( t) , x′( t) )
x ( t)

= + ∞;
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2)　g i ( t, u ) u> 0, u≠0时, g i ( t, u )连续可微;

3)　对任意常数 T > 0, t> T 时,有

∑
n

i= 0∫
t

T
q i (s, x (h i (s) ) ) d s = + ∞　 ( t→+ ∞).

则方程 (E)的一切解为振动解.

证明　不妨设 x ( t)为 (E)的最终正解,即存在 T > 0, t> T 时, x ( t) > 0, x (h i ( t) ) > 0. 由定

理 1的证明过程知,当 t→∞时, (5)式仍成立,即

Υ( t, x ( t) , x′( t) ) < 0　 ( t→+ ∞)

由 1) ,对正数M 0> 0,存在 T 0> 0, t> T 0 时,
Υ

x ( t)
> M 0,M 0x ( t) < Υ( t, x ( t) , x′( t) ) < 0 ( t→+

∞). 于是得 x ( t) < 0与假设 x ( t)为最终正解矛盾. 故方程 (E)的一切解为振动解.

定理 3　设

1 )　Υ( t, x ( t) , x′( t) ) = Υ( t, x ( t) ) Ω(x′( t) ) , Υ( t, x ( t) ) > 0 ( t充分大时) , Ω(v )关于 v 单调

不减, Ω的反函数 Ω- 1存在,且

∫
t

T
Ω- 1 ( A

Υ(s, x (s) )
) d s = - ∞　 ( t→+ ∞)

其中A 为任意常数;

2)　ûg i ( t, u ) û≤M (正常数) , i= 0, 1,⋯, n;

3)　∫
t

T
ûq i (s, x (h i (s) ) ) ûd s< + ∞ (Π t> T ) , i= 0, 1,⋯, n.

则方程 (E)的一切解为振动解.

证明　不妨设 x ( t)为最终正解,即存在 T > 0, t> T 时, x ( t) > 0, x (h i ( t) ) > 0,此时有下式

成立

Υ( t, x ( t) ) Ω(x′( t) ) + ∑
n

i= 0
g i ( t, x (h i ( t) ) )

　≤ c1 - ∑
n

i= 0∫
t

T
q i (s, x (h i (x ) ) ) d s≤ c1 + c2 = c (常数) ( t > T ) ,

Υ( t, x ( t) ) Ω(x′( t) ) ≤ c.

由条件 1) ,

Ω′(x′( t) )≤ c
Υ( t, x ( t) ) , x′( t)≤Ω- 1 ( c

Υ( t, x ( t) )
) ,

从 T 到 t ( t> T )积分得

x ( t) ≤ x (T ) +∫
t

T
Ω- 1 ( c

Υ(s, x (s) )
) d s→- ∞ ( t→+ ∞) ,

于是得 x ( t) < 0 ( t> T )与 x ( t)为最终正解的假设矛盾,故方程 (E)的一切解为振动解.

注　在定理 3中,若把条件 1)改为:

Υ( t, x ( t) , x′( t) ) = Υ( t, x ( t) ) Ω(x′( t) ) , Υ( t, x ( t) ) < 0 ( t充分大) ,

Ω(v )关于 v 单调递减, Ω- 1存在,且∫
t

T
Ω- 1 ( A

Υ(s, x (s) )
) d s= - ∞,其中A 为任意常数,其它条件

不变,则定理 3的结论仍成立.
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A sym ptotic Behav ior and O sil ia tion of the Solution s
of a Class of Non l inear Second Order Functiona l

D ifferen tia l Equation s

D eng L ihu
(Dongguan Institu te of T echno logy, Guangdong 511700)

Abstract

T h is paper dea ls w ith the asym p to t ic behavio r and o silla t ion of so lu t ion of non linear sec2
ond o rder funct iona l d ifferen t ia l equa t ion s

d
d t

Υ( t, x ( t) , x′( t) ) + ∑
n

i= 0

d
d t

g i ( t, x (h i ( t) ) + ∑
n

i= 0

q i ( t, x (h i ( t) ) ) = f ( t).

Som e sufficien t condit ion s fo r asym po tic behavio r and o silla t ion of the so lu t ion s of th is equa2
t ion is ob ta ined.

Keywords　non linear funct iona l d ifferen t ia l equa t ion, asym p to t ic behavio r, o silla t ion.
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