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关于“切于已知球的单形宽度”一文的一点注记
Ξ

沈　文　选
(湖南师范大学数学系, 长沙 410081)

摘　要　设 E n 中 n 维单形 ∃n 的宽度以及内切球半径、n 维体积、侧面的 n - 1 维体

积、棱长、中线长、外接球半径分别为 Ξ(∃n) , r (∃n) , V (∃n) , V (F k) , Θij , m k , R (∃n) , 本文证明了

存在仅与维数 n 有关的绝对常数 an, bn, cn, d n, en, g n, 满足不等式链

Ξ(∃n) ≤ an r (∃n)≤ bnV
1
n (∃n) ≤ cn [∏

n+ 1

k= 1
V (F k) ]

1

n2- 1 ≤ d n ∏
1≤i< j≤n+ 1

Θ
2

n (n+ 1)
ij

≤ en ( ∑
1≤i< j≤n+ 1

Θ2
ij)

1
2 = f n (∑

n+ 1

k= 1
m 2

k )
1
2 ≤ g nR (∃n) ,

其中所有等号当且仅当单形 ∃n 正则时成立.

关键词　单形, 宽度, 不等式.

分类号　AM S (1991) 51K05öCCL O 178

在 n 维欧氏空间 E
n 中, 一个有界凸体 K 的宽度这样定义的: 对于每个单位向量 u , 将 K

的一对与 u 垂直的支撑超平面之间的距离记作 Σ(K , u ) , 令

Ξ(K ) = m in
u

Σ(K , u ) , (1)

将 Ξ(K )叫做 K 的宽度.

Sa llee 在 1974 年提出猜测说[ 1 ]
,“内接于球的所有单形中, 正则单形具有最大宽度”, 随

后, 这个猜测被R. A lexander
[ 2 ]所证实.

文献[3 ]运用度量方程, 建立了不等式

Ξ- 2 (∃n) ≥
[
n + 1

2
] (n + 1 - [

n + 1
2

])

n3 (n + 1)

∑
n+ 1

i= 1
V 2 (F i)

V 2 (∃n) , (2)

其中 Ξ (∃n ) , V (∃n ) , V (F i) 分别表 n 维单形 ∃n 的宽度, n 维体积, 侧面 F i 的 n - 1 维体积,

[
n+ 1

2
]表取其整数, 而且 (2)中等号当且仅当 ∃n 为正则单形时成立.

运用 (2) , 文献[3 ]获得了

Ξ(∃n) ≤ bnV
1
n (∃n) , (3)

其中

bn =
n!

1
n (n + 1)

n- 1
2n

[
n + 1

2
]

1
2 (n + 1 - [

n + 1
2

])
1
2

, (4)
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而且 (3)中等号当且仅当 ∃n 正则时取得.

从而证明了比 Sallee2A lexander 定理更强的结果:“一切维数相同体积相等的单形中, 正

则单形具有最大宽度”.

文献[4 ]也运用 (2)式, 证明了

Ξ(∃n) ≤ an r (∃n) , (5)

其中 r (∃n)为 n 维单形 ∃n 的内切球半径,

an =
(n + 1) n

1
2

[
n + 1

2
]

1
2 (n + 1 - [

n + 1
2

])
, (6)

而且 (5)中的等号当 ∃n 是正则单形时可以取到.

由此便证明了如下结论:

定理 1　外切于一已知球的所有单形中, 正则单形具有最大的宽度.

本文将证明, 运用 (2) 式, 还可获得一系列不等式, 且这些不等式与 (3) , (5) 组成了一条不

等式链. 由此便知, 定理 1 是一个最强的结论, 而 Sallee2A lexander 定理是一个较弱的结论.

为了讨论问题的方便, 先介绍几条引理, 然后运用 (2)给出了几个不等式, 最后给出一条定

理.

引理 1
[ 5 ]　在 n 维单形 ∃n 的 n 维体积V (∃n)与其侧面 F k 的 n- 1 维体积V (F i) 之间有不

等式

V (∃n) ≤ (n + 1)
1
2 [

(n - 1) ! 2

n3n- 2 ]
1

2 (n- 1) [∏
n+ 1

k= 1

V (F k ) ]
n

n2- 1 , (7)

且当该单形为正则时等号成立.

引理 2
[ 6 ]　设 ΡN = {P 1, P 2, ⋯, P N }是 E

n 中 (N > n)的一个有限点集, 从 ΡN 中任取 k + 1 个

点, 以它们为顶点作一个 k 维单形, 把所有这些单形的 k 维体积的乘积记为M k , 则有

[
k !

k + 1
M

1
N

k+ 1

k
]

1
k ≥ [

l!

l + 1
M

1
N

l+ 1

l
]

1
l , (8)

(1≤k< l≤n)且等号当且仅当所有的 l 维单形 ∃ l 正则时成立.

引理 3
[ 3 ]　n 维单形 ∃n 的 n 维体积V (∃n) 和其侧面 F k 的 n- 1 维体积V (F k ) 之间有不等

式

∑
n+ 1

k= 1

V 2 (F k ) ≥ n3 (n + 1
n! 2 )

1
nV

2- 2
n (∃n) , (9)

其中等号当且仅当 ∃n 为正则单形时成立.

引理 4
[ 7 ]　n 维单形 ∃n 的棱长 Θij ( i, j = 1, 2, ⋯, n+ 1)和外接球半径 R (∃n)之间不等式

∑
1≤i< j≤n+ 1

Θ2
ij ≤ (n + 1) 2R 2 (∃n) , (10)

其中等号当且仅当单形 ∃n 的重心与外接球球心重合时成立.

引理 5[ 5 ]　n 维单形 ∃n 的内切球半径 r (∃n)和 n 维体积V (∃n)之间有不等式

r (∃n) ≤ [
n! 2

nn (n + 1) n+ 1 ]
1

2nV
1
n (∃n) , (11)
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且当该单形正则时等号成立.

引理 6
[ 8 ]　n 维单形 ∃n 的棱长 Θij与其高维中线m k (k = 1, ⋯, n+ 1, 单形顶点 P i 与所对侧

面 F i 的重心的连线称为高维中线)之间有关系

∑
1≤i< j≤n+ 1

Θ2
ij =

n2

n + 1∑
n+ 1

k= 1

m
2
k. (12)

　　下面, 运用 (2) , 给出一系列不等式:

将 (9)式代入 (2)式, 得

Ξ- 2 (∃n) ≥
[

n + 1
2

] (n + 1 - [
n + 1

2
])

(n + 1)
n- 1

n n!
2
nV

2
n (∃n)

, (13)

其中等号当且仅当 ∃n 为正则单形时取到.

由 (8)式, 取N = n+ 1, l= n- 1, k= 1, 整理得

∏
n+ 1

k= 1
V (F k ) ≤ n

n+ 1
2

2
n2- 1

2 (n - 1) !
n+ 1

∏
1≤i< j≤n

Θ
2 (n- 1)

n
ij , (14)

其中等号当且仅当所有的 n- 1 维侧面单形 F k 正则时成立.

将 (14)式代入 (7)式, 得

V (∃n) ≤ 1
n!

(n + 1
2n )

1
2 ∏

1≤i< j≤n+ 1
Θ

2
n+ 1
ij , (15)

其中等号当且仅当 ∃n 正则时成立.

对 (15)中的 Θ2
ij运用算术2几何平均不等式, 得

V (∃n) ≤ 1

n! (n + 1)
n- 1

2 n
n
2

( ∑
1≤i< j≤n+ 1

Θ2
ij )

n
2 , (16)

其中等号当且仅当 ∃n 正则时成立.

将 (12)式代入 (16)式, 得

V (∃n) ≤ n
n
2 (n + 1)

1
2 - n

n!
(∑

n+ 1

k= 1
m

2
k )

n
2 , (17)

其中等号当且仅当 ∃n 正则时成立.

将 (10)式代入 (16)式, 得

V (∃n) ≤
(n + 1)

n+ 1
2

n! n
n
2

R n (∃n) , (18)

其中等号当 ∃n 正则时可以取到.

于是, 由 (13)式, 以及分别将 (7)、(15)、(16)、(17)、(18)代入 (13)式, 便有不等式链:

Ξ(∃n)≤ bnV
1
n (∃n) ≤ cn [∏

n+ 1

k= 1
V (F k ) ]

1

n2- 1

≤ d n ∏
1≤i< j≤n+ 1

Θ
2

n (n+ 1)
ij ≤ en ( ∑

1≤i< j≤n+ 1
Θ2

ij )
1
2
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= f n (∑
n+ 1

k= 1

m
2
k )

1
2 ≤ g nR (∃n) , (19)

其中

cn =
n!

1
n- 1 (n + 1)

1
2

n
3

2 (n- 1) [
n + 1

2
]

1
2 (n + 1 - [

n + 1
2

])
1
2

, (20)

d n =
(n + 1)

1
2

2
1
2 [

n + 1
2

]
1
2 (n + 1 - [

n + 1
2

])
1
2

, (21)

en =
1

n
1
2 [

n + 1
2

]
1
2 (n + 1 - [

n + 1
2

])
1
2

, (22)

f n =
n

1
2 (n + 1)

1
2

[
n + 1

2
] (n + 1 - [

n + 1
2

])
1
2

, (23)

g n =
n + 1

n
1
2 [

n + 1
2

]
1
2 (n + 1 - [

n + 1
2

])
1
2

, (24)

而且 (19)中所有等号当 ∃n 正则时可以取到.

又将 (11)式代入 (5)式, 得

Ξ(∃n) ≤ an r (∃n) ≤ bnV
1
n (∃n) , (25)

其中 an , bn 均由 (6) , (4)式给出, 而且 (25)式中等号当且仅当 ∃n 正则时成立.

如果注意到结论[ 9 ]
:

n r (∃n) ≤R (∃n) , (26)

等号当且仅当 ∃n 的两球心重合时成立. 这时有

Ξ(∃n) ≤ an r (∃n) ≤ g nR (∃n) , (27)

其中 an , g n 均由 (6) , (24)式给出, 而且 (27)式等号当 ∃n 正则时可以取到.

于是, 由 (19) , (25) , (27)有

定理 2　若 Ξ (∃n ) , r (∃n ) , V (∃n ) , V (F k ) , Θij , m k , R (∃n ) 分别表示 E
n 中 n 维单形 ∃n 的宽

度、内切球半径、n 维体积、侧面的 n- 1 维体积、棱长、中线长、外接球半径, 则存在仅与维数 n

有关的绝对常数 an , bn , cn , d n , en , f n , g n , 满足不等式链

Ξ(∃n)≤ an r (∃n) ≤ bnV
1
n (∃n)

≤ cn [∏
n+ 1

k= 1
V (F k ) ]

1

n2- 1 ≤ d n ∏
1≤i< j≤n+ 1

Θ
2

n (n+ 1)
ij

≤ en ( ∑
1≤i< j≤n+ 1

Θ2
ij )

1
2 = f n (∑

n+ 1

k= 1
m

2
k )

1
2

≤ g nR (∃n) , (28)

其中 an , bn , cn , d n , en , f n , g n 均由 (6) , (4) , (20) , (21) , (22) , (23) , (24) 式给出, 而且 (28) 式中所
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有等号当单形 ∃n 正则时可以取到.

由此, 便完成了“切于已知球的单形宽度”的一点注记.
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Note on Paper“The W idth of Sim plex with Its Faces
Con tacted with the Given Sphere”

S hen W enx uan
(D ep t. of M ath. , H unan N o rm al U niversity, Changsha, 410081)

Abstract

L et Ξ(∃n) deno te the w id th of non2degenera te ∃n in E
n and r (∃n) ,V (∃n) ,V (F k ) , Θij ,m k ,

R (∃n ) deno te the in rad iu s, n2vo lum e, (n - 1) 2vo lum e, edge2leng th, m id2line2leng th, cir2
cum radiu s of the sim p lex, respect ively. W e p rove the fo llow ing:

Ξ(∃n) ≥ an r (∃n)≤ bnV
1
n (∃n) ≤ cn [∏

n+ 1

k= 1
V (F k ) ]

1

n2- 1 ≤ d n ∏
1≤i< j≤n+ 1

Θ
2

n (n+ 1)
ij

≤ en ( ∑
1≤i< j≤n+ 1

Θ2
ij )

1
2 = f n (∑

n+ 1

k= 1
m

2
k )

1
2 ≤ g nR (∃n) ,

w here equalit ies ho lds if and on ly if the sim p lex is regu lar.

Keywords　sim p lex, w id th, inequality.
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