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矩 阵 方 程AX = B 的 实 部 正 定 解
Ξ

王　宜　举
(曲阜师范大学运筹所, 山东曲阜 273165)

摘　要　本文主要讨论了矩阵方程A X = B (其中A , B∈Cm×n)的实部正定解的存在

性,并在矩阵方程A X = B 有实部正定解时,给出了通解的表达式.
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定义 1　设A ∈C
n×n. 称A 为实部正定矩阵,若满足Π x∈C

n , x≠0,有R e (x
3

A x ) > 0. 对

A ∈C
n×n ,有A = H (A ) + iD (A ) ,其中H (A ) =

1
2

(A + A
3 ) , D (A ) =

1
2i

(A - A
3 ).

性质　A ∈C
n×n为实部正定矩阵当且仅当H (A )为厄米特正定矩阵.

引理 1　设A ∈C
n×n且有分块: A =

A 11 A 12

A 21 A 22
,其中A 11和A 22均为方阵. A 为实部正定矩

阵当且仅当A 22和A 11-
1
2

(A 12+ A
3
21) (A 22+ A

3
22) - 1 (A 21+ A

3
12)均为实部正定矩阵.

引理 2　设A , B ∈C
m×n ,则矩阵方程A X = B 有解的充分必要条件为A A

+
B = B ,且此时

通解为 X = A
+

B + ( I - A
+

A ) Y ,其中 Y = C
n×n为自由变量.

对A ,B ∈C
m×n ,记 8 = {X : A X = B , X 为实部正定矩阵). 则有:

引理 3　设A , B ∈C
m×n , P∈C

m×m
m , Q∈C

n×n
n ,记Aϖ= PA Q , Bϖ= PB Q

- 13
, X{ = Q

- 1
X Q

- 13
, 8ϖ

= {X{ : A X = Bϖ, X{ 为实部正定矩阵}. 则 8≠Á 的充分必要条件为 8ϖ≠Á ,且此时 8 = Q 8ϖQ
3 =

{Q X{ Q
3 : A X = Bϖ, X{ 为实部正定矩阵}.

设A ∈C
m×n
r ,其中 r≤m in{m , n},由引理 3,矩阵方程A X = B 可简化为:

I r 0

0 0

X 1

X 2
=

B 1

B 2
,

其中 X 1∈C
r×n , X 2∈C

(n- r)×n , B 1∈C
r×n , B 2∈C

(m - r)×n. 记 8 1 = {
X 1

X 2
:

I r 0

0 0

X 1

X 2
=

B 1

B 2
,

X 1

X 2
为实部正定矩阵, X 1∈C

r×n , X 2∈C
(n- r)×n ,B 1∈C

r×n ,B 2∈C
(m - r)×n}.

定理 1　8 1≠Á 的充分必要条件为B 2= 0且B 11为实部正定矩阵,且此时有:

　　8 1= {
B 11 B 12

Y 21 D +
1
2

(Y 21+ B
3
12) (B 11+ B

3
11) - 1 (Y

3
21+ B 12)

: D∈C
(n- r)× (n- r)为实部正定矩阵,
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Y 21∈C
(n- r)×r},这里B 1= (B 11　B 12)∈C

r×n , B 11∈C
r×r, B 12∈C

r× (n- r) , Y 2=
Y 21

Y 22

∈C
(n- r)×n , Y 21

∈C
(n- r)×r, Y 22∈C

(n- r)× (n- r).

则由引理 3和定理 1得到:

定理 2　设A ∈C
m×n
r ,B ∈C

m×n且有相同的分块:

A =
A 11 A 12

A 21 A 22

,　B =
B 11 B 12

B 21 B 22

,

其中A 11为 r阶方阵,且 rank (A ) = rank (A 11) = r. 则 8≠Á 的充要条件为
(1)　B 21A

3
11- A 21A

- 1
11 B 11A

3
11+ B 22A

3
12- A 21A

- 1
11 B 12A

3
12= 0;

(2)　B 22- A 21A
- 1
11 B 12= 0;

(3)　U = B 11A
3
11+ B 12A

3
12为实部正定矩阵.

且此时有:

8 = {Q

B 11A
3
11+ B 12A

3
12 B 12

Y 21 D +
1
2

(Y 21+ B
3
12) (U + U 3 ) - 1 (Y

3
21+ B 12)

Q
3 : D∈C

(n- r)× (n- r)为

实部正定矩阵: Y 21∈C
(n- r)×r},

这里Q =
A

- 1
11 - A

- 1
11 A 12

0 I n- r

.
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The Re-Positive D ef in ite Solution s to the
M atr ix Equation AX = B

W ang Y iju
(O. R , Q ufu N o rm al U niversity, Shangdong 273165)

Abstract

T he ex istence of R e2po sit ive defin ite so lu t ion to the m atrix equat ion A X = B w as dis2
cu ssed in th is paper, and the fo rm u la of the genera l R e2po sit ive defin ite so lu t ion to A X = B is

g iven w hen it ex ists.

Keywords　R e2po sit ive defin ite m atrix, genera lized inverse, genera l so lu t ion.
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