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集 合 上 的 递 归 函 数Ξ

周 　　青
(中山大学软件研究所 , 广州 510275)

摘 　要 　本文在 Jensen 和 Karp 工作的基础上引进了集合上的递归函数的概念. 研究

了递归集函数的初步性质 ,讨论了递归集函数与 Jensen 和 Karp 定义的原始递归集函数及递归

数论函数之间的关系 ,并给出了 ZFC 的可定义集模型上递归集函数的范式定理.
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本文讨论集合上的递归函数 ,即试图把递归函数的概念推广到集合上 ,并研究它们的性

质.

集论中的Δ0 公式是 ZFC 中的这样一类公式 :它们的所有量词都是受囿量词 ,即它们都具

有 Π x ( x ∈y →⋯) 或 ϖ x ( x ∈y & ⋯) (简记为 Π x ∈y ( ⋯) 和 ϖ x ∈y ( ⋯) ) 的形式. 这类公式

的明显特征在于刻画了集合的内部性质 ,从而使我们能够借助某些已知集合来描述其它集合.

同时 ,这类公式的表达能力也很强. Levy
[5 ]和 Gaifman

[1 ]等人对这类公式进行了细致的研究 ,

详尽地讨论了它们的逻辑复杂性. 本文将用Δ0 公式来定义集合上的递归函数 ,从而使集论的

公式复杂性分层和函数复杂性分层相一致.

一

定义 1 . 1 　只有用下述模式 i)和 ii)定义的集函数 f 是递归集函数 :

i) 　如果存在Δ0 公式 A 使 f ( x 1 , ⋯, x n) = y ∴A ( y , x 1 , ⋯, x n) ,则 f 是递归集函数 ;

ii) 　如果存在递归集函数 g , h1 , ⋯, hk 使 f ( x 1 , ⋯, x n) = g ( h1 ( x 1 , ⋯, x n) , ⋯, hk ( x 1 ,

⋯, x n) ) ,则 f 是递归集函数.

定义 1 . 2 　只有用下述模式 i)和 ii)定义的公式 A 是递归公式 :

i) 　Δ0 公式是递归公式 ;

ii) 　如果 B 是递归公式 , f 1 , ⋯, f k 是递归集函数 ,且 A ( x 1 , ⋯, x n) ∴B ( f 1 ( x 1 , ⋯, x n) ,

⋯, f k ( x 1 , ⋯, x n) ) ,则 A 是递归公式.

为了书写方便 ,在不会引起混淆的情况下将用单个粗写字母来表示 n2元组 ,即用 x , y 来

表示 x 1 , ⋯, x n 和 y1 , ⋯, yn ,用 f ,g 表示 f 1 , ⋯, f k 和 g1 , ⋯, gk 等.
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根据以上定义不难证明下述集论函数都是递归集函数

1 . P
n
i ( x 1 , ⋯, x n) = x i ( i = 1 , ⋯, n) ;

2 . ∪x ( x 中元素的并集) ;

3 . Do ( x ) ( x 的定义域) ;

4 . Rg ( x ) ( x 的值域) .

下面的命题是关于递归集函数和递归公式的简单结果 ,它们的证明就不列出了.

命题 1 . 3 　对于任何递归集函数 f ,存在Δ0 公式 A 和递归集函数 g ,使 f (x) = y ∴A ( y ,

g( x) ) .

命题 1 . 4 　递归集函数的图形是递归公式.

命题 1 . 5 　公式 A 是递归的当且仅当存在Δ0 公式 B 和递归集函数 g 使得

A ( x) ∴B ( g( x) ) .

由于可以很容易地证明递归公式对命题演算是封闭的 ,由命题 1 . 4 ,对于任意递归集函数

f , Gf 是递归公式 (在本文中 , Gj 表示函数 f 的图形 ,即 Gj = { ( x , f ( x ) ) : x ∈Do ( f ) } . ) . 这

样 ,当我们要证明一切递归公式具有某一性质 P 时可以使用下述递归方法 :

1) 　所有Δ0 公式具有性质 P ;

2) 　如果 A 和 Gf 具有性质 P (其中 Gf 表示 Gf 1
& ⋯& Gf

k
) ,则 B (x) ∴A (f( x) ) 具有性质

P.

为了证明这种证明方法是合理的 ,定义 ZFC 公式集 Sω如下

S 0 = Δ0 ,

S n +1 = S n ∪{ A ( x) :存在 B , Gf ∈ S n 使 A ( x) ∴B ( f( x) ) } ,

Sω = ∪
∞

n = 0
S n .

对于如此定义的 S n ,使用归纳法容易证明 :

引理 1 . 6 　如果 A , B ∈ S n ,则 A &B ∈ S n .

引理 1 . 7 　任何递归公式都属于 Sω.

证明 　施归纳于递归集函数证明任何递归集函数的图形都属于 Sω.

设 f 为递归集函数 ,若 Gf 是Δ0 公式 ,则 Gf ∈ S 0 < Sω. 若存在递归集函数 g , h 使

f (x) = g (h( x) ) ,

根据归纳假设 ,有 Gg , Gh ∈ Sω. 由 Sω的定义 ,存在 m ,使 Gg , Gh ∈ S m . 对 i = 1 , ⋯, k ,令

h′i ( y ,x) = hi ( P
n +1
2 ( y ,x) , ⋯, P

n +1
n +1 ( y ,x) ) , h′0 ( y ,x) = p

n +1
1 ( y ,x) . 因为 P

n +1
i 的图形是Δ0 公

式 , 由定义及引理 1 . 6 , Gh′ ∈ S m +1 < Sω , 其中 h′= ( h′0 , ⋯, h′k) . 同时 , 由于 Gf ( y ,

x) ∴ Gg (h′( y , x) ) ,由定义 , Gf ∈ S m +2 < Sω. 由归纳法原则 ,任何递归函数的图形都属于 Sω.

现在 ,施归纳于递归公式证明引理. 设 A 是递归公式 ,若 A 是Δ0 公式 ,则 A ∈S 0 . 否则存

在递归公式 B 和递归函数 f ,使 A ( x) ∴B ( f( x) ) . 由归纳假设 ,存在正整数 m′使B ∈S m′. 由以

上结论及引理 1 . 6 ,存在 m 使得 Gf ∈ S m . 现在 ,令 p = max{ m , m′} . 于是 B , Gf ∈ S p . 再由

定义可得 : A ∈ S p +1 < Sω. 证毕.

定理 1 . 8 　如果所有的Δ0 公式有性质 P ,而且当 B , Gf 有性质 P , A ( x) ∴B (f( x) ) 有性质

P ,则所有的递归公式有性质 P.
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证明 　假定存在递归公式 A 没有性质 P. 由以上引理 , A ∈ Sω. 根据定理条件 ,有 A |
S 0 . 设 m 是使 S n 中含有如此递归公式 A 的最小的自然数 n ,所以 m > 0 . 因为 A ∈S m ,由 Sω

的定义存在 B , Gf ∈S m - 1 ,使得 A (x) ∴B (f( x) ) . 由 m 的最小性 , B 和 Gf 都有性质 P. 由定理

条件 , A 有性质 P. 矛盾.

称这种证明方法为“施归纳于递归公式的层次”. 应用这种方法可以容易地证明 :

命题 1 . 9 　递归公式对受囿量词是封闭的.

现在 ,对于 ZFC 中的公式 A ,定义

CA , x = { x : A ( x ,x) & Π u ∈ x ? A ( u ,x) } .

若 x ∈ CA , x ,则称 x 是 A 对 x 的 ∈2极小元 ;若 A 对 x 的 ∈2极小元只有一个 ,则称 A

对 x的正规的 ;若 A 对一切 x是正规的 ,则称 A 是正规的. 然后对任意的 ZFC公式定义 min2算
子如下 :

min xA ( x ,x) =
y , 　y 是 A 对 x 的唯一 ∈2极小元 ,

0 , 　y 不是 A 对 x 的唯一 ∈2极小元.G
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二

本节将在上节内容的基础上对递归集函数作进一步的讨论.

定理 2 . 1 　原始递归集函数是递归集函数.

证明 　由于原始递归集函数的初始函数的图形是Δ0 公式 ,所以由定义即知它们是递归

的. 同时 ,很容易证明递归集函数对 Karp 和 Jensen 所定义的复合算子是封闭的. 因此仅需证明

下述定义的 f 是递归集函数即可

f ( z ,x) = g ( ∪{ f ( u ,x) : u ∈ z} , z ,x) ,

其中 , g 是递归集函数. 因为 f ( z ,x) = g ( ∪ Rg ( f ↑z ) , z ,x) ,由 g , ∪, Rg 的递归性即得定

理.

定理 2 . 2 　递归数论函数是递归集函数 .

证明 　施归纳于递归数论函数. 证完.

现在给出如下定义 :

定义 2 . 3 　设 f 是任意的递归集函数. 若当 x ∈ω时 , f (x) ∈ω,且 Gf ( y ,x) 的前束范式

中的量词都受囿于ω或者某一自然数 ,全称量词都受囿于某一自然数 ,所有的常项都属于ω,

则称 f 是算术的.

定理 2 . 4 　如果 f 是算术的 ,则 f ↑ω是递归数论函数.

以上结果足以看出把 1 . 1 中所定义的函数类称为递归集函数是有根据的.

为了讨论递归集函数的范式定理 ,定义 :

定义 2 . 5 　设 x 是集合. 如果存在 ZFC公式 A 使 x = { u : 3 A ( u) } ,则称 x 是 ZFC中的

可定义集合. 由一切 ZFC 中可定义集合组成的模型称为 ZFC 的可定义模型 ,记为 ⁄ .

引理 2 . 6 　一个集合 x 是可定义的当且仅当存在一个 ZFC 公式 A ,使 x = min uA ( u) .

证明 　设 x 是可定义集. 由定义 ,存在 ZFC 公式 B ,使 x = { v : B ( v) } . 令

A ( u) ∴ Π y ( B ( y) ∴y ∈ u) .

因为 x 是集合 ,显然有 x = min uA ( u) .

如果存在 ZFC 公式 A 使 x = min uA ( u) ,则 x ∈{ u : A ( u) } ,所以 x 是集合. 现在 ,如果

min uA ( u) = 0 ,有 x = { u : u ≠ u} ,从而 x 是可定义的. 如果 min uA ( u) ≠0 ,则 x = { y :

ϖ u ( A ( u) & Π v ∈ u ? A ( v) & y ∈ u) } . 于是 x 也是可定义的. 所以 ,无论何种情况 , x 都是

可定义集. □

现在 ,着手证明 ⁄ 上递归函数的范式定理.

首先 ,把 ZFC中的每一个符号对应一个特定的序数 (称为它的表示序数) ,并且 < α,β〉表

示α,β的序数配对函数. 然后定义 :

　　　　　 < α〉= < α,0〉, < α1 , ⋯,αn〉= ν α1 , ⋯,αn - 1〉,αn〉,

　　　　　(α) i =
αi , 　若α = < α1 , ⋯,αn〉且 1 ≤ i ≤ n ,

0 , 　否则. 　　　 　　 　　　 　　
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“. ”. 特别地 ,ZFC 中的公理和推理规则都有它们的表示序数. 这样 ,就可以定义一个公式的证

明的表示序数了. 把它记为 Pr (α,β) ,其中α是所证公式的表示序数 ,β是该公式的一个证明的

表示序数. 同时 ,用递归函数

Sb n (“A”,“a1”, ⋯,“an”) =“A [ x 1/ a1 , ⋯, x n/ an ]”

来表示用项 a1 , ⋯, an 代入公式 A 中变元 x 1 , ⋯, x n 的表示序数. 由于假定 ZFC 中的变元是按

字母顺序排列的 ,这种代入不会引起混乱.

对于任何 x ∈⁄ ,存在 ZFC 公式 B 使 x = { u : B ( u) } . 选择其表示序数最小的作为 x 的

定义公式 ,设为 A . 现在定义 :

RF ( x ) =“min u ( Π y ( y ∈ u ∴A ( y) ) ”.

根据以上的讨论 , RF 对一切 x ∈⁄ 都有定义. 同时 ,由序数配对函数的递归性及可逆性 ,可以

立即得到 :

引理 2 . 7 　存在可逆的递归函数 RF ,使得对于任何 x ∈⁄ ,存在序数α,使 RF ( x ) = α.

引理 2 . 8 　对于任何公式 A ,有 3 ZFC A ∴ ϖρPr (“A”,ρ) .

证明 　如果 3 ZFC A ,则 ZFC 中存在 A 的证明公式序列 B 1 , ⋯, B n . 令ρ = <“B 1”, ⋯,

“B n”〉,则 3 ZFCPr (“A”,ρ) . 于是 , 3 ZFC ϖρPr (“A”,ρ) .

反过来 ,如果 3 ZFC ϖρPr (“A”,ρ) ,则 A 有一个 ZFC 中的证明 ,所以 3 ZFC A . □

引理 2 . 9 　设 f 是函数 , R 是公式. 如果 R ( ( z ) 1 , ( z ) 2 ,x) 是正规的 ,则

Π y ( Gf ( y ,x) ∴ ϖ x R ( y , x ,x) ) → f (x) = (min z R ( ( z ) 1 , ( z ) 2 ,x) ) 1 .

证明 　假定 u = min z R ( ( z ) 1 , ( z ) 2 ,x) . 有 3 z 3 ϖ x R ( ( u) 1 , x ,x) . 由前提 , Gf ( ( u) 1 ,

x) . 再由图形的定义即得 : ( u) 1 = f (x) . 于是 ,引理得证.

现在就来证明范式定理.

定理 2 . 10 (范式定理) 　存在 n + 2 元递归公式 T n 使得对于任何 n 元集函数 f , f 是递归

的当且仅当存在序数 e (称为 f 的指标) 和不依赖 f 的递归函数 U ,使

f (x) = U (minρT n ( e ,ρ,x) ) .

证明 　令

U ( z ) = R F - 1 ( ( z ) 1) ,

T n ( e ,ρ,x) ∴Pr (Sb n +1 ( e , (ρ) 1 ,“x 1”, ⋯,“x n”) , (ρ) 2) .

容易证明 U 是递归集函数 ,而且 ,由 T n 的构造 , T n 是递归公式.

现在 ,设 f 是 n 元递归函数 , Gf 是 f 的图形. 则 Gf 是递归的. 令 e =“Gf”. 根据 2 . 8 ,

　　f (x) = y ∴Gf ( y ,x) ∴ ϖαPr ( Sb n +1 ( e ,“y”,“x 1”, ⋯,“x n”) ,α)

∴ ϖρPr (Sb n +1 ( e , (ρ) 1 ,“x 1”, ⋯,“x n”) , (ρ) 2)

∴ ϖρT n ( e , p ,x) .

因为序数是良序的 ,所以 T n ( e ,ρ,x1) 是正规的. 于是 ,根据 2 . 9 ,

f (x) = U (minρT n ( e ,ρ,x) ) .

反过来 ,如果存在序数 e 使

f (x) = U (minρT n ( e , p ,x) ) ,

由 1 . 10 , minρT n ( e ,ρ,x) 是递归函数 ,再由 U 的递归性可知 f 是递归的.
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于是定理得证.
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Recursive Set Functions

Zhou Qi ng
(Zhongshan University , Guangzhou 510275)

Abstract

In this paper , the notions of recursive functions and recursive formulas on sets are intro2
duced ; some properties of such functions and formulas are studied ; and the relations between re2
cursive set functions and primitively recursive set functions are defined by Jenson and Karp and

between recursive set functions and recursive number theoretic functions are also discussed. The

paper concludes with the Normal Form Theorem for recursive set functions.

Keywords 　recursive set functions , recursive formulas on sets , primitively recursive set func2
tions.
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