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摘 　要 　本文基于中介逻辑建立了一种中介时序逻辑系统 MTL (Medium Temporal

Logic) ,文中着重讨论了 MTL 的形式系统并给出了它的语义解释 ,证明了 MTL 系统的可靠

性. 最后对 MTL 系统和经典时序命题逻辑系统进行对比 ,指出经典时序命题逻辑系统是 MTL

的子系统.
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1 　引 　言

时序逻辑作为一种把时间概念直接引入其形式系统的逻辑系统 ,它对于变化的世界具有

很强的描述能力 ,因而常被用作程序或并发程序的描述工具及验证系统[1 ] ,故近年来时序逻

辑在计算机领域取得了广泛地应用 ,这些应用反过来又促进了时序逻辑本身的研究与发展. 本

文将基于中介逻辑建立一种中介时序逻辑系统 M TL (Medium Temporal Logic) . 由于中介逻辑

是一种特殊的三值逻辑系统 ,因此本文建立的系统可以看成是对时序逻辑的三值扩充.

2 　中介时序逻辑的语言构成

设 LM TL 为由 MP 3 [2 ] 中所有逻辑符号及模态词 □, ◇, ○, þ 构成的语言 ,它包括 :

(1) 　命题变元 : p1 , p2 , ⋯;

(2) 　逻辑联结词 : ～ , Ò , µ , ∧, ∨, →, ; , ] , Ν ;

(3) 　模态词 : □, ◇, ○, þ ;

(4) 　技术符号 : ( 、) , [ 、].

LM TL 中的合式公式由下列规则生成 :

(1) 　pi 为合式公式 ( i = 1 ,2 , ⋯) ;

(2) 　如果 A 为合式公式 ,则 ～ A , Ò A , µ A , A ∧B , A ∨B , A →B , A ; B , A ] B ,

A Ν B , □A , ◇A , ○A , A þ B 也为合式公式 ;
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(3) 　LM TL 中的合式公式均由 (1) , (2) 生成.

3 　中介时序逻辑系统 MTL

中介时序逻辑系统 M TL 为语言 LM TL 上的一种时序逻辑系统 ,它由下列公理及推理规则

组成 :

Ⅰ. MP 3 中的所有推理规则对 LM TL 中的所有合式公式均成立.

Ⅱ. 若 3 A ,则 3 □A .

Ⅲ. ( K1) 　□( A ; B ) 3 □A ; □B ;

( K2) 　○( A ; B ) 3 ○A ; ○B ;

( K3) 　□( A ] ○A ) 3 A ] □A ;

( R1) 　 ◇A — Ò □Ò A ;

( R2) 　～ □A — □µ Ò A ∧◇～ A ;

(R3) 　～ ◇A — □µ A ∧◇～ A ;

(R4) 　～ ○A — ○～ A ;

(R5) 　Ò ○A — ○Ò A ;

(R6) 　A þ B — B ∨ ( A ∧ ○( A þ B ) ) ;

(R7) 　Ò( A þ B ) — ÒB ∧ ( Ò A ∨ ○Ò( A þ B ) ) ;

( T1) 　3 □A ; ○A ;

( T2) 　3 □A ; A ∧○□A ;

( T3) 　3 A þ B ; ◇B ;

由文[3 ] 可知在 M TL 中下列引理 1 —引理 3 成立 :

引理 1 　若 A = B ,则 □A = □B .

引理 2 　◇A = Ò □Ò A .

引理 3 　若 A = B ,则 ◇A = ◇B .

引理 4 　若 A = B ,则 ○A = ○B

证明 　因 A = B ,故 3 A Ν B ,从而有 3 A ; B 及 3 B ; A ,由前者 3 □( A ; B ) ,由

( T1) 3 ○( A ; B ) ,由 ( K2) 3 ○A ; ○B . 同理可得 3 ○B ; ○A ) ,故 3 ○A Ν ○B ,从而

○A = ○B .

引理 5

[1 ] 　对任何公式 A ,若 3 A ,则 3 ○A .

[2 ] 　对任何公式 A ,有 3 ○A ; ◇A .

[3 ] 　对任何公式 A 、B ,若 A 3 B ,则 ○A 3 ○B .

[4 ] 　对任何公式 A ,若 A 3 ○A ,则 A 3 □A .

证明 　选证[3 ]

(1) 　A ] B 题设

(2) 　A ; ( A ; B ) “ ] ”定义
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(3) 　○( A ; ( A ; B ) ) (2) [1 ]

(4) 　○A ; ○( A ; B ) (3) ( K2)

(5) 　○A ] ( ○A ] ○B ) (4) MP 3 定理及 ( K2)

(6) 　( ○A ] ( ○A ] ○B ) ) ] ( ○A ] ○B ) (5) MP 3 重言式

(7) 　○A ] ○B

引理 6 　在 M TL 中有 :

[1 ] 　□( A ] B ) 3 □A ] □B .

[2 ] 　○( A ] B ) 3 ○A ] ○B .

[3 ] 　○( A ∧B ) — ○A ∧○B

[4 ] 　○( A ∨B ) — ○A ∨○B .

[5 ] 　□( A ∧B ) — □A ∧□B .

[6 ] 　□( A ∨B ) 3 □A ∨□B .

[7 ] 　◇( A ∨B ) — ◇A ∨◇B .

[8 ] 　◇( A ∧B ) 3 ◇A ∧◇B .

[9 ] 　µ □A — ◇µ A [10 ] 　µ ◇A — □µ A .

证明 　选证[4 ]

(1) 　○( A ∨B ) 假设

(2) 　A ∨B ; Ò ÒA ∨ Ò ÒB MP 3 定理

(3) 　○( A ∨B ) ; ○( Ò Ò A ∨ Ò ÒB ) (2) 引理 5[1 ] 及 ( K2)

(4) 　○( Ò Ò A ∨ Ò ÒB ) (1) (3) ( ; - )

(5) 　Ò ○( Ò A ∧ ÒB ) (4) MP 3 定理及 (R5)

(6) 　Ò Ò( ○A ∨○B ) (5) [3 ]MP 3 定理及 (R5)

(7) 　○A ∨○B (6) MP 3 定理

(8) 　A ] ( A ∨B ) MP 3 定理

(9) 　○( A ] A ∨B ) ) (8) 引理 5[1 ]

(10) ○A ] ○( A ∨B ) ) (9) [2 ]

(11) ○B ] ○( A ∨B ) ) 同 (10)

(12) ○A ∨○B 假设

(13) ○( A ∨B ) (6) (4) (5) 及 ( ∨- )

引理 7 　对任何公式 A 、B ,若 A 3 B ∧○A ,那么 A 3 □B .

证明

(1) 　A 假设

(2) 　B ∧○A (1) 前提

(3) 　○A (2) ( ∧- )

(4) 　□A (1) (3) 引理 5[4 ]

(5) 　B (2) ( ∧- )

(6) 　□B (1) (5) (4) 规则 Ⅱ及引理 6[1 ]
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引理 8 　在 M TL 中有 3 A þ B Ν B ∨ ( A ∧○( A þ B ) ) .

证明 　由 ( R6) 、(R7) 及 MP 3 定理立得.

引理 9 　在 M TL 中 ,若 (1) 3 C ; ◇B ; (2) 3 C ; B ∨ ( A ∧○C) . 则

C 3 A þ B 且 Ò( A þ B ) 3 Ò C.

证明

(1) 　Ò( A þ B ) 假设

(2) 　( ÒB ∧ Ò A ) ∨ ( ÒB ∧○Ò( A þ B ) ) (1) ( R7)

(3) 　( ÒB ∧ Ò A ) ∨ ( ÒB ∧○Ò C) ; Ò C 前提 (2) 及 MP 3 定理

(4) 　　　　　　ÒB ∧ Ò A

(5) 　　　　　　Ò C (3) (4) MP 3 定理

(6) 　　　　ÒB ∧○Ò( A þ B )

(7) 　　　　□ÒB (1) (6) 引理 7

(8) 　　　　Ò C (7) 前提 (1) 及引理 2

(9) 　Ò C

又

(1) 　B ∨ ( A ∧ ○( A þ B ) ) ] A þ B ( R6)

(2) 　µ ( A þ B ) ] µ B ∧ ( µ A ∨○µ ( A þ B ) ) (1) MP 3 定理及 (R4) 、(R5)

(3) 　C ∧ µ ( A þ B ) ] µ B ∧○C ∧○µ ( A þ B ) (2) 前提 (2) 及 MP 3 定理

(4) 　C ∧ µ ( A þ B ) ] µ B ∧○( C ∧ µ ( A þ B ) ) (3) 引理 6[3 ]

(5) 　C ∧ µ ( A þ B ) ] □µ B (4) 引理 7

(6) 　C ∧ µ ( A þ B ) ] µ □µ B 前提 (1) 、MP 3 定理及引理 6

(7) 　µ ( C ∧ µ ( A þ B ) ) (5) (6) MP 3 定理

(8) 　C ] A þ B (7) MP 3 定理

引理 10 　在 M TL 中 ,若 3 B ∨ ( A ∧○C) ; C ,则 A þ B 3 C 且 Ò C 3 Ò( A þ B ) .

证明 　类似于引理 9 .

定理 1 　A þ B 是方程组
3 C ; ◇B

3 B ∨ ( A ∧○C) Ν CA 　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　
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4 　MTL 系统的语义解释

设 F = < W ,σ〉为一个结构 ,其中

σ∶ω →W (ω为自然数集) ; W = {σ0 ,σ1 , ⋯,σn , ⋯} 为状态集 (可能世界集) W 的一种枚

举 ,其中σi 与σj 之间的可达关系 R 为线序 ,即 (σi ,σj) ∈ R 当且仅当 i ≤ j [4 ] .

M TL 系统的语义解释由下列四元组 < W ,σ, V , T〉构成 , T = { 0 ,1 ,2} 为真值集 ; V 为

映射Φ×W → T (Φ为原子命题集) ,对任意的σi 及公式 A , V ( A ,σi) 表示 A 在状态σi 下的

取值 ,它可递归定义如下 :

(1) 　V ( pn ,σi) ∈ T , n = 1 ,2 , ⋯.

(2) 　V ( Ò A ,σi) =

0 , V ( A ,σi) = 2 ,

1 , V ( A ,σi) = 1 ,

2 , V ( A ,σi) = 0 .

) )　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　

　　
V ( A ,σi) = 1 ,

其它.

(4) 　V ( □A ,σi) =

2 ,

0 ,

1 , B 　　 　　　 　　 　　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　　 　　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 B)

　　

È j ≥ i , V ( A ,σj) = 2 ,

对 Π j ≥ i , V ( A ,σj) = 0 ,

其它.

(6) 　V ( ○A ,σi) =

2 ,

1 ,

0 ,) 　 　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　　　 　　　　 　　　　　　　 　　　 　　　 　　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　　　　 　　　 　　　 　　 　

(8) 　V ( A ; B ,σi) =

2 , 　　V ( A ,σi) = 0 或 V ( B ,σi) = 2

　　 或 V ( A ,σi) = 1 且 V ( B ,σi) = 1 ,

0 , 　　V ( A ,σi) = 2 且 V ( B ,σi) = 0 ,

1 , 　　其它. 　　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　 　　　 　 　　 　　 　　　 　 　　 　 　　　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　
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证明 　对任意的四元组〈W ,σ, V , T〉一一验证 M TL 中的所有公理及推理规则即得所

证. 现选证 : ( T1) 3 □A ; ○A

要证 4 □A ; ○A 当且仅当 对任意的四元组〈W ,σ, V , T〉及任意的状态σi , 都有

V ( □A ; ○A ,σi) = 2 . 不失一般性取状态σ0 进行证明.

(1) 　若 V ( □A ,σ0) = 2 ,则对任意的 j ≥0 ,有 V ( A ,σj) = 2 ,当然有 V ( A ,σ1) = 2 ,即

V ( ○A ,σ0) = 2 .

(2) 　若 V (～ □A ,σ0) = 2 ,则 V ( □µ ÒA ∧◇～ A ,σ0) = 2 ,故有 V ( □µ Ò A ,σ0)

= 2 ,从而对任意的 j ≥0 , V ( Ò A ,σj) ≠2 ,即 对任意的 j ≥0 , V ( A ,σj) = 2 ,或 V (～ A ,σj)

= 2 ,故有 V ( ○A ,σ0) = 2 ,或 V (～ ○A ,σ0) = 2 ,从而 V ( ○A ∨～ ○A ,σ0) = 2 . 综合 (1) ,

(2) 有 V ( □A ; ○A ,σ0) = 2 ,即 4 □A ; ○A .

5 　中介时序逻辑系统与经典时序逻辑系统的关系

引理 11 　在 M TL 中有 µ ○A — ○µ A .

证明

(1) 　µ ○A 假设

(2) 　～ ○A ∨ Ò ○A (1) MP 3 定理

(3) 　○(～ A ∨ Ò A ) (2) ( R4) 、(R5) 及引理 6[4 ]

(4) 　○µ A (3) 定理 3

又

(1) 　○µ A 假设

(2) 　○( Ò A ∨～ A ) (1) 定理 3

(3) 　○Ò A ∨○～ A (2) 引理 6[4 ]

(4) 　µ ○A (3) ( R4) , (R5) 及 MP 3 定理

周知 ,经典二值命题逻辑 P 是 MP 3 的子系统[5 ] ,又在 M TL 中有 :

(1) 　3 □( A ] B ) ] ( □A ] □B) .

(2) 　3 µ □A Ω ◇µ A .

(3) 　3 ○( A ] B ) ] ( ○A ] ○B) .

(4) 　3 µ ○A Ω ○µ A .

(5) 　3 □( A ] ○A ) ] ( A ] □A ) .

因此 ,可得如下结论 :经典时序命题逻辑系统[1 ] 是 M TL 系统的子系统.

6 　结束语

本文构造了一种基于中介逻辑的时序逻辑系统 ,该系统直观性较强 ,推理规则也不很复

杂 ,它不仅具有许多类似于经典时序逻辑系统的性质 ,而且具有许多自身独特的性质. 由于基

于中介逻辑的逻辑程序设计语言已经产生 ,因此本文构造的M TL 系统可望在逻辑程序设计方
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面具有一定的应用前景和进一步深化研究的价值.
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Abstract

This paper presents a system of M TL (Medium Temporal Logic) based on the medium logic.

Emphasis is given on the formal system of M TL , by discussing its semantics and proving the

soundness : Finally ,we compare the system of M TL with that of classical temporal propositional

logic ,pointing out that it is a subsystem of M TL .

Keywords 　medium logic , temporal logic , proposition logic , medium temporal logic.
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