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一 类 特 殊 的 Fuzzy 局 部 凸 空 间 Ξ

金　　聪
(湖北大学计算机科学系 , 武汉 430062)

摘　要　文中给出了 Fuzzy有界型空间的定义 ,在此基础上 ,讨论了 Fuzzy有界型空

间的等价定理 ,最后证明了 Q - C I Fuzzy局部凸空间是有界型的.
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本文中 F( X)表示 X 上 Fuzzy集全体 ,其中 X 表示非空普通集 , X 表示 X 上 Fuzzy点的

全体. u 3 ( u∈[0 ,1 ])表示 X 上隶属函数取常值 u 的 Fuzzy集. I0 表示左开右闭区间 (0 , 1 ] ,

xλ表示 X 上以 x 为承点 ,λ为高的 Fuzzy点 , xλ重于 A 记为 xλ∈A .

有关有界 Fuzzy集、绝对凸集、平衡集、Q 吸收集等概念请参照[1 ].文中 X 到 Y 的 Fuzzy

线性算子 ,均在[2 ]意义下进行.

定义 1　设 ( X ,T)是 Fuzzy局部凸空间[1 ] , A ∈F( X)是有界 Fuzzy集 , p 是 X 上的 Fuzzy

半范.如果对任意α∈(0 ,1 ] ,存在 0 <δ<α使得{ p ( xλ) : xλ∈A ∩(1 -α+δ) 3 }均为有界集 ,

则称 p在有界 Fuzzy集 A 上有界.

定义 2　( X ,T)是 Fuzzy局部凸空间 , p 是 X 上的 Fuzzy半范.如果 p 在任意有界 Fuzzy

集上有界 ,必有 p在 X 上 Fuzzy连续[3 ] ,则称 ( X ,T)是 Fuzzy有界型空间.

定义 3　( X ,T)是 Fuzzy拓扑向量空间 , A、B ∈F( X) .如果对于λ∈I0 ,有α> 0及 0 <ε<

λ使 B ∩(1 -λ+ε) 3 <αA ,则称 A 为λ2吸收 B .

若对任意λ∈I0 , A 恒λ2吸收 B ,则称 A 吸收 B .

引理 1　设 Tφ是 X 到 Y 的 Fuzzy线性算子 , U ∈F( Y) 是绝对凸集. 当φ是满射时 ,

T - 1
φ ( U) 亦是绝对凸的.

证明　先证 T - 1
φ ( U)的平衡性.由 U 的平衡性知 ,对任何| k | ≤1 ,有 kU < U ,于是

T - 1
φ ( kU) < T - 1

φ ( U) . (1)

　　当 k≠0时 ,对 Π x ∈X ,有

　　　　( k T - 1
φ ( U) ) ( x ) = T - 1

φ ( U) ( 1
k

x ) =φ- 1 ( U) ( T ( 1
k

x) )

=φ- 1 ( U (
1
k

Tx ) ) =φ- 1 ( kU ( T X) )
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= T - 1
φ ( kU ) ( x) ; (2)

当 k = 0时 ,若 x =θ( X)
,注意到φ是严格递增的满射 ,故φ- 1也是严格递增的 ,则有

　　(0 T - 1
φ ( U) ) (θ( X) ) = sup

t∈x
T - 1
φ ( U) ( t) = sup

t∈x
φ- 1 ( U ( Tt) )

≤φ- 1sup
t∈x

U ( Tx) ≤φ- 1 ( sup
y∈Y

U ( y) )

=φ- 1 ( (0 U) (θ( Y) ) ) =φ- 1 (0 U ( Tθ( x) ) ) = T - 1
φ (0 U) (θ( X) ) .

(3)

若 x ≠θ( X)
,

(0 T - 1
φ ( U) ) ( x) = 0 ≤ T - 1

φ (0 U) ( x ) . (4)

综合 (2) , (3) , (4)有 k T - 1
φ ( U) < T - 1

φ ( kU ) ,再由 (1)有 k T - 1
φ ( U ) < T - 1

φ ( U ) ,因此 T - 1
φ ( U )

是平衡的.

再证 T - 1
φ ( U)的凸性.对任意λ∈I0 ,注意到φ- 1的严格递增性 ,有

T - 1
φ ( U) (λx + (1 - λ) y) =φ- 1 ( U ( T (λx + (1 - λ) y) ) )

=φ- 1 ( U (λTx + (1 - λ) Ty) )

≥φ- 1 (min{ U ( Tx) , U ( Ty) } )

= min{φ- 1 ( U ( Tx) ) ,φ- 1 ( U ( Ty) ) }

= min{ T - 1
φ ( U) ( x) , T - 1

φ ( U) ( y) } .

由此获知结论成立 ,这里θ( X)、θ( Y)分别是 X、Y 上的零点.

引理 2　任意 Fuzzy点是有界 Fuzzy集.

证明　xλ∈X 是任意 Fuzzy点.对于α∈I0 ,由[1 ]知任何 Fuzzy拓扑线性空间 ( X ,T)都存

在θα的正规、平衡且 Q -α吸收的重域基 ,因此不妨设 U 是θα的 Q - α吸收的重域 ,即存在

δ> 0 ,使 xα∈δU ,也就是 (δU) ( x ) > 1 -α,因此必存在 0 <ε<α使 (δU) ( x) = 1 -α+ε> 1 -

α,于是 (δU) ( x) ≥min{λ,1 -α+ε} ,从而有

({ xλ} ∩ (1 - α+ε) 3 ) ( x ) = ( x min (λ,1 -α+ε) ) ( x )

= min (λ,1 - α+ε) ≤ (δU) ( x ) .

而当 y ≠x 时有

({ xλ} ∩(1 -α+ε) 3 ) ( y) = 0≤(δU) ( y) .

由上我们获得{ xλ} ∩(1 - α+ε) 3 <δU ,即{ xλ}是α2有界集.由α的任意性知{ xλ}是有界

Fuzzy集.

引理 3　吸收任意有界 Fuzzy集的 Fuzzy集是 Q 吸收的.

证明　设 A ∈F( x )吸收任意有界 Fuzzy集.对任意 Fuzzy点 xλ∈X ,因为{ x 1 - 1
2
λ}是有界

Fuzzy集 ,所以 A 吸收{ x 1 - 1
2
λ} ,即有α> 0及 0 <ε<λ使

{ x 1 - 1
2
λ} ∩(1 -λ+ε) 3 <αA .

因为 xλ∈{ x 1 - 1
2
λ} ∩(1 -λ+ε) 3 ,所以 xλ∈αA ,于是 A 是 Q -λ吸收的.由λ的任意性知 A

是 Q吸收的.
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定理 1　( X ,T)是 Fuzzy局部凸空间 ,则下列陈述等价 :

(1) 　( X ,T)是 Fuzzy有界型空间.

(2) 　吸收每个有界 Fuzzy集的绝对凸 Fuzzy集都是θx的邻域 ;

(3) 　对任何 Fuzzy局部凸空间 ( Y , U) , Tφ是 X 到 Y 的有界 Fuzzy线性算子[2 ] .若φ是

满射 ,则 Tφ在 X 上 Fuzzy连续.

证明　(1) ⊥ (2)

设 ( X ,T)是 Fuzzy有界型空间 , W 是 ( X , T)中吸收每个有界 Fuzzy集的绝对凸 Fuzzy集 ,

由引理 3知 W 是 Q吸收的.记 W 的 Minkowski泛函为 p : p ( xλ) = i nf { t > 0 , xλ∈t W } .设

A ∈F( X)是任意有界 Fuzzy集 ,则 W 吸收 A ,即对任意λ∈I0 ,有α> 0及 0 <ε<λ使

A ∩(1 -λ+ε) 3 <αW .

若 x t ∈A ∩(1 -λ+ε) 3 ,则 x t ∈αW ,由 p的定义知 p ( x t) ≤α.因此 p 在有界 Fuzzy集 A 上

是有界的 ,而 ( X ,T)是 Fuzzy有界型空间 ,故 p在 X 上 Fuzzy连续.记 U = ∪{ x 1 -λ: p ( xλ) <

1 , xλ∈X} .对于任意β∈I0 ,因为 p (θ( x)
β ) = 0 ,所以由 p的定义知 ,对 p (θ( X)

β )及ε= 1 ,有 0 <

δ<λ使得 p (θ( x)
β-δ) < p (θ( x)

β ) + 1 = 1 ,故θ( x)
1 -β+δ∈U ,于是 U (θ( x) ) ≥1 - β+δ> 1 - β,即

θ( X)
β ∈U .又 U = p - 1 ( ( - 1 ,1) ) ,由 p的 Fuzzy连续性即知 U 是θ( x)

β 的重域.若 xλ∈U ,则 U

( x) = sup{ 1 -α: p ( xα) < 1} > 1 - λ,故存在λ∈ I0 ,使λ>λ0 且φ( xλ
0
) < 1 ,所以 p ( xλ) ≤p

( xλ
0
) < 1 .由 Minkowski 泛函的定义及 W 的平衡性知 ,存在γ> 0 , 0 <γ< 1 ,使得 W ( x ) ≥

γW ( X) > 1 -λ,于是 xλ∈W .因此 U < W ,从而 W 是θ( x)
β 的重域.由[4 ]中引理 11及β的任

意性知 W 是θ( x)的邻域.

(2) ⊥ (3) 　设 ( Y , U)是 Fuzzy局部凸空间 , Tφ : ( X ,T) →( Y , U)的有界 Fuzzy线性算子 ,

其中φ是满射.对于任意λ∈I0、( Y , U)中点θ( Y)
φ(λ)的任一绝对凸重域 U 及 ( X , T)中有界

Fuzzy集 A ,由[2 ]中引理 2知 ,有δ0 > 0及 0 <ε<φ(λ)使当|β| <δ0时有

βTφ( A ) ∩ (1 - φ(λ) +ε) 3 < U ,

于是

T - 1
φ Tφ(βA ) ∩T - 1

φ ( (1 - φ(λ) +ε) 3 ) < T - 1
φ ( U) ,

从而

βA ∩T - 1
φ ( (1 - φ(λ) +ε) 3 ) < T - 1

φ ( U) . (5)

对于 Π y∈Y ,有

T - 1
φ ( (1 - φ(λ) +ε) 3 ) ( y) =φ- 1 ( (1 - φ(λ) +ε) 3 ( Ty) )

=φ- 1 (1 - φ(λ) +ε) = 1 - φ- 1 (φ(λ) - ε) .

由φ- 1的严格递增性知

ε′=φ- 1 (φ(λ) ) - φ- 1 (φ(λ) -ε) =λ- φ- 1 (φ(λ) -ε) > 0 ,

从而 0 <ε′<λ且 1 - φ- 1 (φ(λ) -ε) = 1 -λ+ε′,所以

T - 1
φ ( (1 - φ(λ) +ε) 3 ) = (1 -λ) +ε′) 3 .

由此由 (5)有
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βA ∩ (1 - λ+ε′) 3 < T - 1
φ ( U) .

由λ∈I0 的任意性知 T - 1
φ( U)吸收有界 Fuzzy集 A ,又由引理 1 知 T - 1

φ ( U )是绝对凸的 ,于是

T - 1
φ ( U)是θ( x)的邻域 ,特别地 T - 1

φ ( U)是θ( x)λ的重域.记 V = T - 1
φ ( U) ,由[2 ]中命题 3得

Tφ( V ) = TφT - 1
φ ( U) < U ,即 Tφ在θ

( x)λFuzzy连续.由[2 ]定理 2及λ∈I0的任意性即知 Tφ

在 X 上 Fuzzy连续.

(3) ⊥ (1) 　用反证法.假设 ( X ,T)不是 Fuzzy有界型的 ,则存在 ( X , T)上的半范 q ,使得 q

在有界 Fuzzy集上有界 ,但在 x 上不 Fuzzy连续. P是决定 T的半范族 ,记 P1 = P∪{ q} ,由 P1

决定的拓扑记为 T1 ,易知 T1是局部凸拓扑 ,由[5 ]中定理 4知 ( X ,T)与 ( X ,T1)有同样多的有界

Fuzzy集 ,但 T1 = T且 T1≠T.令 T 是 X 上的恒同映射 ,φ是 I0上的恒同映射 ,则 Tφ是 ( X ,T)到

( X ,T1)的有界 Fuzzy线性算子 ,由于 Tφ( A ) = A , T - 1
φ ( B ) = B 及 T1 = T且 T1≠T,则必存在这

样的 G∈T1使得 T - 1
φ ( G) = G | T,因此由[2 ]定理 3 知 Tφ在 X 上不 Fuzzy连续.这与 (3)矛

盾.

推论 1　( X ,T)是 Fuzzy有界型空间 , ( Y , U)是局部凸空间 , Tφ是 X 到 Y 的 Fuzzy线性算

子.若φ是满射 ,则 Tφ连续 Ζ Tφ有界.

证明　由定理 1及[2 ]中定理 4立即可得.

定理 2　若 ( X ,T) 是 Q2C I 的 Fuzzy局部凸空间[6 ] ,则 ( X ,T) 是 Fuzzy有界型空间.

证明 　设 ( Y , U) 是任意 Fuzzy局部凸空间 , Tφ是 X到 Y的有界 Fuzzy线性算子 ,其中φ

是满射.由[3 ]定理 5知 Tφ是 Fuzzy连续的 ,由定理 1知 ( X ,T) 是 Fuzzy有界型空间.

下面讨论由 ( X ,T) 诱出的 Fuzzy拓扑线性空间[7 ] 是有界型空间的问题.注意到 ,设γ ∈

[0 ,1) ,若 W ∈ω(T) ,则σγ( W ) ∈T;若 U ∈T,则当γ≠0时γXU ∈ω( J) ,这里 XU 表示 U

的特征函数.

定理 3　设 ( X ,T) 是通常的局部凸拓扑线性空间 , ( X ,ω(T) ) 是诱出的 Fuzzy拓扑线性空

间 ,则 ( X ,ω(T) ) 是 Fuzzy有界型空间当且仅当 ( X ,T) 是有界型空间.

证明 　因为 ( X ,T) 是通常的局部凸空间 ,由[8 ]中命题 214知 ( X ,ω(T) ) 中吸收每个有界

Fuzzy集的绝对凸 Fuzzy集.对于 Πγ∈[0 ,1) ,σλ( U) = { x : U ( x) >γ} 是绝对凸集 ,同时 ,

σλ( U) 在 ( X ,T) 中吸收任意有界集.事实上 ,任取 ( X ,T) 中的有界集 B ,由[4 ]中定理 312知 B

也是 ( X ,ω(T) ) 中的有界集 ,因此 U 吸收 B .于是对于 0 <λ < 1 - γ有α > 0及 0 <ε <λ

使 0 <λ - ε < 1 - γ且 B ∩ (1 - λ+ε) 3 <αU ,从而有

　　σγ( B ) ∩σγ(1 - λ+ε) 3 ) =σλ( B ) ∩σλ( (1 - λ+ε) 3 ) <σγ(αU)

=ασγ( U) ,

即

B ∩σγ( (1 - λ+ε) 3 ) < ασγ( U) ,

而 1 - λ+ε >γ,于是有 B < ασγ( U) ,即σγ( U) 吸收 B .因为 ( X ,T) 是有界型空间 ,所以
σγ( U) 是θ的邻域. 因此 , Xσγ( U) 是 ( X ,ω(T) ) 中θ的邻域 ,取 U 1 = rXσ

r
( U) ,则 U 1 是 ( X ,

ω(T) ) 中θ的邻域 ,且 U 1 < U .于是 U 是θ的邻域 ,即 ( X ,ω(T) ) 是 Fuzzy有界型空间.

反之 ,假设 ( X ,ω(T) ) 是 Fuzzy有界型空间 , V 是 ( X ,T) 中吸收每个有界集的绝对凸集 ,令

U = XV ,则易知 U 是绝对凸 Fuzzy集 ,且 U 在 ( X ,ω(T) ) 中吸收任意有界 Fuzzy集.事实上 ,
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若 B 是 ( X ,ω(T) ) 中任意的有界 Fuzzy集 ,记 P = { x : B ( x) > 0} .取 W 是 ( X ,T) 中θ的开

邻域 ,则 XW ∈ω(T) 是 ( X ,ω(T) ) 中θ的邻域 ,所以对任意ε∈ I0 ,存在 t > 0及 0 <ε <λ,

使得 B ∩ (1 - λ+ε) 3 < t XW ,于是

σ0 ( B ∩ (1 - λ+ε) 3 ) < tσ0 ( Xw ) ,

即

σ0 ( B ) ∩ X < t W ,

也就是 P < t W .因此 P是 ( X ,T) 中的有界集 ,从而 V 吸收 P.因此 ,存在α > 0使得 P <αV ,

由此推知 B <αU .事实上 ,若 xλ∈B ,则 B ( x) ≥λ > 0 ,即 x ∈ P ,因此 x ∈αV ,于是 x
α ∈

V ,而 U (
x
α) = XV (

x
α) = 1 ≥λ,所以 ( x

α)λ∈U ,即 xλ∈αU .因此 ,对 Πλ∈ I0及 0 <ε

<λ,均有

B ∩ (1 - λ+ε) 3 < B <αU ,

于是 U 吸收 B ,而 ( X ,ω(T) ) 是 Fuzzy有界型空间 ,所以 U 是θ的领域.因此存在 U 1 ∈ω(T)

使θ∈U 1 < U = XV ,而σ0 ( U 1) ∈T且θ∈σ0 ( U 1) < U ,于是 V 是θ的邻域 ,由此推知 ( X ,

T) 是有界型空间.
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A Specif ic Locally Convex Fuzzy Space

Ji n Cong
(Dept of Comp Sci. , Hubei University , Wuhan 430062)

Abstract

We discuss an equivalent theorem for bornological fuzzy space , and we prove that Q - CI

Fuzzy locally convex space is bornological space.

Keywords　Fuzzy locally convex space , Fuzzy seminorm , Fuzzy bornological space.
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