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区间上 k 段单调连续自映射的 k 阶迭代根
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摘　要　本文得到了区间 I= [ 0, 1 ]上的 k 段单调连续自映射具有 k 阶迭代根的充要

条件.
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1　引　言
本文讨论区间 I = [0, 1 ]上的 k 段单调连续自映射的 k 阶迭代根. 对任意实数 a < b ,用

G 0 ( [a , b ]) 表示 [a, b ] 上的所有连续自映射之集.

定义1　设 F (x ) ∈G 0 ( I ) 在 I 上具有 k - 1个极值点 a1, a2,⋯, ak- 1 ,且 a0 = 0 < a1 < ⋯

< ak - 1 < ak = 1, F (x ) 在每个区间 [a i- 1, a i ] 上严格单调 ( i = 1, 2,⋯, k ) ,则称 F (x ) 是 I 上

的 k 段单调连续自映射,并记N (F ) = k .

有时也不加区别地称定义1中 F (x ) 为逐段单调连续自映射. 本文中所涉及的有关定义及

性质,如:迭代根、特征区间以及迭代根的性质等,可参见文献[1 ].

设 F (x ) 是 I 上的 k 段单调连续自映射. 在文献[ 1 ]中,杨路、张景中证明了: 如果N (F )

< N (F 2) ,那么 F (x ) 无 k 阶迭代根. 如果N (F ) = N (F 2) ,设 [p , q ]是 F (x ) 的特征区间,当

F (x ) 在 I 上取得值 p (或q ) ,则 F (x ) 在 [p , q ]上也取得值 p (或q )时, F (x ) 是否具有指定阶

迭代根的问题在文献[1 ]中也完全得到解决;同时,文献[1 ]指出,若 F (x ) 满足条件

(A )　N (F ) = N (F 2) ; F (x ) 在 I 上取得值 p (或q ) ,但在 [p , q ]上取不到 p (或q )时,则

对任意自然数 n > k , F (x ) 无 n 阶迭代根.

然而,满足条件 (A )的 F (x ) 是否具有 k 阶迭代根呢?以下我们将讨论这个问题.

2　 k 段单调连续自映射的 k 阶迭代根的性态

引理1[ 1 ]　设 F (x ) 是 I 上的 k 段单调连续自映射, S (F ) 是 F (x ) 的极值点之集,那么,对

任自然数 n :

(1)　 F n (x ) 也是 I 上的逐段单调自映射;

(2)　N (F ) ≤N (F 2) ≤⋯≤N (F n) ≤⋯ ;
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(3)　 S (F n) = ∪
n- 1

i= 0
{x ∈ (0, 1) ÷F i (x ) ∈ S (F ) } ;

(4)　N (F n+ s) = N (F s) ,这里 s = m in{ i÷N (F i+ 1) = N (F i) } . □

用H (F ) 表示引理1 (4)中的 s.

引理2 [ 1 ]　设 F (x ) ∈ G 0 ( I ) 是个 k 段单调连续自映射. [p , q ] 是其特征区间, f (x ) 是

F (x ) 的 n 阶迭代根,则

(1) f (x ) 也是个逐段单调连续自映射;

(2) f ( [p , q ] < [p , q ] . □

下面的定理1是文献[1 ]中定理3的推广.

定理1　设 I 上的 k 段单调连续自映射 F (x ) 满足条件 (A ) , F (x ) 有 n 阶迭代根 f (x ) 且

f (x ) 是m 段单调连续自映射,则m ≤ k - n + 2.

证明　因 F (x ) = f n (x ) ,由引理1知

N (f )≤N (f
2)≤N (f

3)≤⋯≤N (f
n- 1)≤N (f

n) = N (F ).

如果 n = 2 ,显然有m ≤ k = k - n + 2. 因此,不妨设 n≥ 3 ,并设H (f ) = t ,由N (F )

= N (F 2) 知 t≤ n . 现证 t≥ n - 1 ,用反证法,假设 t≤ n - 2 ,那么N (f n- 2) = N (F ) ≤

N (f 2n- 2) ≤N (F 2) = N (F ) ,即H (f n- 2) = 1. 因 [m inF ,m axF ] < [m inf n- 2,m axf n- 2 ] ,从

而 f n- 2
(x ) 与 F (x ) 有相同的极值点,从而特征区间相同,即 f n- 2 ( I ) < [p , q ] , f (x ) 在 [p , q ]上

严格单调.

(1)　若 f (x ) 在 [p , q ]上严格递增,因 F (x ) 在 I 上取得 p (或 q ) ,那么 f (x ) 必在 [p , q ]

上取得 p (或 q ) ,即 f (p ) = p (或 f (q) = q ) ,从而 F (p ) = p (或 F (q) = q ) ,这与条件 (A )矛

盾.

(2)　若 f (x ) 在 [p , q ]上严格递减,因 F (x ) 在 I 上取得 p (或q ) ,那么 f (p ) = q且 f (q)

= p ,这时 F (x ) 在 [p , q ] 上取得 p 及 q ,这同样与条件 (A )矛盾.

由上可知 t≥ n - 1 ,由N (f ) < N (f 2) < ⋯ < N (f t) = N (F ) 可得 k = N (f t) ≥m +

t - 1≥m + n - 2 ,从而m ≤ k - n + 2. □

由定理1可以得到

推论1　设 k 段单调连续自映射 F (x ) 满足条件 (A ) , F (x ) 有 k 阶迭代根 f (x ) ,则 f (x )

是以 F (x ) 的某个极值点 a 为极值点的2段单调连续自映射,并且 (1) 若 k ≥ 3 ,则N (f k- 1) =

N (F ) , N (f i+ 1) = N (f i) + 1, 1≤ i≤ k - 2 ; (2) 若 k ≥ 3且 0≤ i≤ k - 2时, A i≡ {x ∈

(0, 1) ÷ f i (x ) = a}是单点集,且A i≠A j , i≠ j . □

称具有极大 (或极小)值点的2段单调连续自映射为单峰 (或反单峰)自映射.

定理2　设 k 段单调连续自映射 F (x ) ∈ G 0 ( I ) 满足条件 (A ) , 且有 k 阶迭代根 f (x ) ,

F (x ) 的极值点为 a1 < a2 < ⋯ < ak- 1 ,则 F (x ) 的特征区间为 [0, a1 ] 或 [ak- 1, 1 ] ,并且

(1)　若 [0, a1 ] 是 F (x ) 的特征区间,则 f (x ) 是以 a1 为极值点的反单峰自映射;

(2)　若 [ak- 1, 1 ]是 F (x ) 的特征区间,则 f (x ) 是以 ak- 1 为极值点的单峰自映射.

证明　因 F (x ) 有 k 阶迭代根 f (x ) , f (x ) 是2段单调连续自映射, 下面用反证法来证

F (x ) 以 [0, a1 ] 或 [ak- 1, 1 ]为特征区间.

假如 F (x ) 以 [a i- 1, a i ]为特征区间 (1≤ i - 1 < i≤ k - 1) ,那么 k≥ 3 ,且 f (x ) 以 a i- 1
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或 a i 为极值点 (否则,若 f (x ) 以 a s 为极值点, s | { i - 1, i}. 由引理1知存在 j ≥ 1 ,使

f j (a i) = a s ,这与引理2矛盾) ; 同理, f (x ) 也不会是以 a i- 1 (或 a i )为极值点的反单峰 (式单

峰)自映射,否则将会有 f (a i- 1) < a i- 1 (或 f (a i) > a i ). 这与引理2矛盾;如果 f (x ) 是以 a i- 1

为极值点的单峰自映射,因N (f 2) = N (f ) + 1 (推论1) ,则 f ( [0, a i- 1 ]) < [a i- 1, a i ]或 f ( [a i,

1 ]) < [a i- 1, a i ] ,若 f ( [a i, 1 ]) < [a i- 1, a i ] 将会推出 F (x ) 在 [a i- 1, 1 ]上严格单调,这是不可

能的;若 f ( [0, a i- 1 ]) < [a i- 1, a i ] ,则 f (a i) = a i- 1, f 2 [a i, 1 ]) < [a i- 1, a i ] ,这时必有 f (a i- 1)

= a i (否则,若 f (a i- 1) < a i,因F (x ) 的极值点全在[a i- 1, 1) 上,则F (as) = f k (a s) ∈ (a i- 1, a i) (1

≤ s≤ k - 1). {F (0) , F (1) } < (a i- 1, a i) ,这与条件 (A )矛盾) ,但 f (a i- 1) = a i且 f (a i) = a i- 1

也会推出 F (x ) 在 [a i- 1, a i ]上取得值 a i- 1及 a i . 这也与条件 (A )矛盾;同理 f (x ) 也不会是以

a i 为极值点的反单峰自映射.

综合上述可知 F (x ) 的特征区间只能是 [0, a1 ]或 [ak- 1, 1 ] . 至于结论 (1)、(2) ,从以上证

明中可以得出. □

3　反序函数及其性质

定义2　设 F (x ) ∈G 0 ( [a, b ]) 是个严格递增的函数, F (a) = a 且 F (b) = b或 F (a) > a 且

F (b) < b. 如果存在 F (x ) 的不动点 p ∈ (a , b) ,使 F (x ) 在 [a , p ] 上的不动点之集 E 1 和在

[p , b ] 上的不动点之集 E 2 之间存在着反序的一一对应

Υ÷E 1 → E 2, Υ(e) = e′　 (e∈ E 1, e′∈ E 2) ,

且当 F (x ) - x 在 (e1, e2) 上为正 (负)时,它在 (e′2, e′1) 上为负 (正) ,则称 F (x ) 是个反序函数.

定理3　设 F (x ) ∈G 0 ( [a , b ]) 是个严格递增的反序函数, F (a) > a且 F (b) < b, r1 = b

> r3 > ⋯ > r2l- 1 > r2l+ 1 = F (b) > r2l = F (a) > r2l- 2 > ⋯ > r2 > a = r0 ,则存在严格递减

函数 f (x ) ∈G 0 ( [a , b ]) ,使 f 2l (x ) = F (x ) ,且 f (ri) = ri+ 1 ,其中 0≤ i≤ 2l.

为方便起见, 以下用〈c, d〉表示以实数 c、d 为端点的闭区间. 对任 F (x ) ∈ G 0 ( I ) , 记

F û〈c, d〉为 F (x ) 在〈c, d〉上的限制,即 F û〈c, d〉= F (x ) , x ∈〈c, d〉.

定理3的证明　设 E 1、E 2、p 如定义2所述, s = infE 1, t = supE 2 ,则 s、t也是 F (x ) 的不动

点,令 r2l+ i = F (r i) , i≥ 0 ,则数列 r2n严格递增以 s为极限,数列 r2n+ 1严格递减以 t为极限 (n

≥ 0) .

(1)　若 s≠ t ,那么 F û [s, t ] ∈G 0 ( [s, t ]) 也是个反序函数,由文献[ 1 ]中的定理[ 9 ]知存

在严格递减函数 f (x ) ∈G 0 [s, t ] ,使 f 2l (x ) = F û [s, t ], f (s) = t且 f ( t) = s. 现定义 f (x )

如下:

( i)　当 x ∈ [s, t ] 时, f (x ) = f (x ) ;

( ii)　定义 f (ri) = r i+ 1 (0≤ i≤ 2l) ,且 f (x ) 在〈ri, r i+ 2〉(0≤ i≤ 2l - 2) 上是线性的;

( iii)　当 i≥ 2l - 1且 x ∈〈r i, r i+ 2〉时,定义

f (x ) = F û〈ri- 2l+ 1, ri- 2l+ 3〉. f û - 1
〈ri- 2l+ 1, ri- 2l+ 3〉. ⋯. f û - 1

〈ri- 2, ri〉. f û - 1
〈ri- 1, ri+ 1〉.

由上述构造知 f (x ) 满足定理的要求.

(2) 若 s = t = p ,仿照情形 (1)在 [a , p ) ∪ (p , b ]上构造 f (x ) ,再令 f (p ) = p ,同样可

证明这样的 f (x ) 也满足定理的要求. □

定理4　设 F (x ) ∈G 0 ( [a, b ]) 是个严格递减的函数,且 a < F (b) < F (a) < b, r1 = b >
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r3 > ⋯ > r2l- 3 > r2l- 1 = F (a) > p > r2l = F (b) > r2l- 2 > ⋯ > r2 > a = r0 ,则存在严格递

减函数 f (x ) ∈G 0 ( [a , b ]) ,使 f 2l- 1 (x ) = F (x ) ,且 f (ri) = ri+ 1, 0≤ i≤ 2l - 1. 其中 p 是

F (x ) 的不动点.

证明　取 r2l- 1+ i = F (r i) , i≥ 0 ,容易证明 r0 < r2 < ⋯ < r2n < ⋯ < p < ⋯ < r2n+ 1 <

⋯ < r5 < r3 < r1 ,设 lim
n→∞

r2n = s, lim
n→∞

r2n+ 1 = t,则由F (r2n) = r2l- 1+ 2n以及F (r2n+ 1) = r2l+ 2n知:

F (s) = t及 F ( t) = s.

(1)　若 s≠ t ,由文献[ 1 ]中定理10知存在严格递减函数 f ∈G 0 ( [s, t ]) , 使 f 2l- 1 (x ) =

F û [s, t ] , f (s) = t且 f ( t) = s ,现定义 f (x ) 如下:

( i)　当 x ∈ [s, t ] 时, f (x ) = f (x ) ;

( ii)　定义 f (ri) = r i+ 1 (0≤ i≤ 2l - 1) ,且 f (x ) 在 < ri, r i+ 2 > (0≤ i≤ 2l - 3) 上是

线性的;

( iii)　当 i≥ 2l - 2且 x ∈〈r i, r i+ 2)〉时,定义 f (x ) = F û〈ri- 2l+ 2, ri- 2l+ 4〉ü f û - 1
〈ri- 2l+ 2, ri- 2l+ 4〉ü

⋯ ü f û - 1
〈ri- 2, ri〉ü f û - 1

〈ri- 1, ri+ 1〉. 由上述构造知 f (x ) 满足定理的要求.

(2)　若 s = t = p ,仿照情形 (1)在 [a , p ) ∪ (p , b ]上构造 f (x ) ,再令 f (p ) = p ,同样可

证明这样的 f (x ) 也符合定理的要求. □

4　主要结论及证明

下面给出本文的主要结论

定理5　设 k 段单调连续自映射 F (x ) ∈G 0 ( I ) ,满足条件 (A ) , a1 < a2 < ⋯ < ak- 1 = a

是 F (x ) 的极值点, [a , 1 ]是 F (x ) 的特征区间, a0 = 0, ak = 1.

(1)　若 k 是偶数且 F û [a, 1 ] 严格递减 (或 k 是奇数且 F û [a, 1 ] 严格递增) ,则 F (x ) 无 k 阶迭

代根.

(2)　若 k 是偶数且 F û [a, 1 ]严格递增,则 F (x ) 有 k 阶迭代根的充要条件是: F û [a, 1 ]是个反

序函数且 F (0) = 1 > F (a2) > ⋯ > F (ak- 2) > F (1) > F (ak- 1) > ⋯ > F (a1) > ak- 1.

(3)　若 k 是奇数且 F û [a, 1 ] 严格递减,则 F (x ) 有 k 阶迭代根的充要条件是: F (0) = 1 >

F (a2) > ⋯ > F (ak - 1) > F (1) > F (ak- 2) > ⋯ > F (a3) > F (a1) > ak - 1.

证明　 (1)只考虑 k 是偶数且 F û [a, 1 ] 是严格递减的情形, 这时, 若 F (x ) 有 k 阶迭代根

f (x ) ,那么,由引理2知 f û [a, 1 ] ∈G 0 ( [a, 1 ]) , f û [a, 1 ]严格单调且 f û k
[a, 1 ] = F û [a, 1 ] ,从而 F û [a, 1 ]

是严格递增的,这与已知矛盾. 同理可证另一种情形.

(2)　设 k 是偶数且 F û [a, 1 ] 是严格递增的.

如果 F (x ) 有 k 阶迭代根 f (x ) ,那么由定理2知 f (x ) 是以 a 为顶点的单峰自映射,由引

理2有 f û [a, 1 ]∈G 0 ( [a, 1 ]) 且 f û k
[a, 1 ] = F û [a, 1 ] ,根据文献[1 ]定理5知 F û [a, 1 ]是个反序函数. 从

引理1可知 S (F ) = ∪
k- 1

i= 0
{x ∈ (0, a ]÷ f i (x ) = a} ,结合推论1,我们得到 f k- 2 (a1) = f k - 3 (a2) =

⋯f (ak- 2) = a , a1≤ f (0) < f (a1) ,因 F (x ) 满足条件 (A ) ,从而 f (a) = 1且 f (1) = a 是不

可能的. 假如 a≤ f (1) < f (a) < 1 ,则会推出 F (0) = f (f k- 1 (0) ) ∈ f ( [a, 1) ) < (a , 1) ,同

时也会有 F (a i) = f i+ 1 (a) (1≤ i≤ k - 1) 及F (1) 在 (a , 1) 内,这跟 F (x ) 满足条件 (A )矛盾.

从而只能有 a < f (1) < f (a) = 1 ,由于当 1≤ i≤ k 时, F (a i) = f i (1) ,所以 1 > F (a2) >
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⋯ > F (ak- 2) > F (1) > F (ak- 1) > ⋯ > ⋯ > F (a3) > F (a1) > a ,由于 F (x ) 满足条件

(A ) ,所以 F (0) = 1.

反之,如果 F û [a, 1 ]是个反序函数且 1 = F (0) > F (a2) > ⋯ > F (ak - 2) > F (1) > F (ak- 1)

> ⋯ > F (a3) > F (a1) > ak - 1 ,令 r i+ 1 = F (a i) , 0≤ i≤ k , r0 = ak- 1 ,由定理3知存在严格

递减函数 f (x ) ∈G 0 [a , 1 ] ,使 f k (x ) = F û [a, 1 ]且 f (ri) = ri+ 1, 0≤ i≤ k . 现定义 f (x ) 如下:

( i)　当 x ∈ [a i- 1, 1 ]时, f (x ) = f (x ) ;

( ii)　当 1≤ i≤k - 1且x ∈ [a i- 1, a i ]时,定义 f (x ) = f û - 1
[a i, a i+ 1 ] ü⋯ü f û - 1

[ak- 2, ak- 1 ] ü (f - 1) i

ü F û [a i- 1, a i ] . 由于 f (x ) 的构造可知 f (x ) 是 F (x ) 的 k 阶迭代根.

(3)的必要性的证明与 (2)的必要性的证明类似; 但充分性的证明中 f (x ) 的构造要用到

定理4,其中其余的证明与 (2)的充分性的证明类似,这里不再详述. □

由对称性容易推得

定理6　设 I 上的 k 段单调连续自映射 F (x ) 满足条件 (A ) , a1 < a2 < ⋯ < ak- 1是它的极

值点, [ 0, a1 ] 是其特征区间,那么

(1)　若 k 是偶数且 F û [ 0, a1 ]严格递减或 k 是奇数且 F û [ 0, a1 ]严格递增,则 F (x ) 无 k 阶迭代

根.

(2)　若 k 是偶数且 F û [ 0, a1 ]严格递增,则 F (x ) 有 k 阶迭代根的充要条件是: F û [ 0, a1 ]是个

反序函数且 0 = F (1) < F (ak - 2) < F (ak- 4) < ⋯ < F (a2) < F (0) < F (a1) < ⋯ < F (ak - 1

< a1 .

(3)　若 k 是奇数且 F û [ 0, a1 ] 严格递减,则 F (x ) 有 k 阶迭代根的充要条件是:

0= F (1) < F (ak- 2) < ⋯< F (a1) < F (0) < F (a2) < ⋯< F (ak- 1) < a1. □

与迭代根有关的近期文章可参见[2, 3 ].
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