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关于二部图 K (m , n) - 2 的色唯一性
Ξ

邹　辉　文
(江西抚州师专数学与计算机系, 344000)

摘　要　设 K (m , n) - 2表示从完全二部图 K (m , n)中删去任意2条边所得之图. 本文

证明了: 1. 若 n≥m≥3,且 n+ m > (n- m ) 2+ 8+
1
2

(n - m ) 2+ 4,则 K (m , n) - 2是色唯一

图; 2. 当m≥3时, K (m , m ) - 2, K (m , m + 1) - 2和 K (m , m + 2) - 2均是色唯一图.
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1　引　言

本文的记号未说明时引自文[2, 3 ]. 设下面所讨论的图均为有限、无向的简单图.

设 P (G , Κ) 表示图G的色多项式. 若对任意图H 使P (H , Κ) = P (G , Κ) ,都有H 与G同构,

则称G 是色唯一图.

本文用 K (m , n) 表示完全二部图, K (m , n) - e表示从 K (m , n) 中删去任意 e条边所得之

图. 文[1 ]指出: K (m , n) (m , n≥2) 和K (m , n) - 1 (n≥m ≥3) 是色唯一图. 并提出如下问题:

研究 K (m , n) - 2 (n ≥m ≥ 3) 的色唯一性. 本文证明了

定理 1　若 n ≥m ≥ 3,且 n + m > (n - m ) 2 + 8 +
1
2

(n - m ) 2 + 4,则 K (m , n) -

2是色唯一图.

定理 2　当m ≥ 3时, K (m ,m ) - 2, K (m ,m + 1) - 2和 K (m ,m + 2) - 2均是色唯一

图.

2　若干引理

设G是具有 ûV (G ) û = p 个顶点的图,m r (G ) 为将V (G ) 分成 r色类的不同色划分的个数,

记

Κ(r) = Κ(Κ- 1)⋯ (Κ- r + 1).

引理 1
[ 3 ]　P (G , Κ) = ∑

p

r= 1
m r (G ) Κ(r).
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引理 2　设∑
n

r= 1

a rΚ(r) ,∑
n

r= 1

brΚ(r) 为Κ的两个多项式,则∑
n

r= 1

a rΚ(r) = ∑
n

r= 1

brΚ(r) 当且仅当 a r =

br, r = 1, 2,⋯, n.

证明用数学归纳法.

推论 2. 1　对图G , H , P (H , Κ) = P (G , Κ) 当且仅当

ûV (H ) û = ûV (G ) û ,m r (H ) = m r (G ) , r = 1, 2,⋯, ûV (G ) û.

引理 3　设G = K (m , n) ,则m 3 (G ) = 2
m - 1

+ 2
n- 1

- 2.

证明　设 (M ,N ) 为G的二部分, ûM û = m , ûN û = n. 由于G中任意两个属于不同部分的

顶点均相邻,故将V (G ) 分成3色类的任一色划分等价于将M ,N 之一划分成两类. 另一作为一

类. 显然,这种划分的方法数分别为

1
2∑

m - 1

i= 1

m

i
= 2

m - 1
- 1

和

1
2∑

n- 1

i= 1

n

i
= 2

n- 1
- 1.

所以

m 3 (G ) = 2
m - 1

+ 2
n- 1

- 2. □

引理 4　设G = K (m , n) , p = ûV (G ) û ,则

m p - 2 (G ) =
m

2

m - 2

2
+

n

2

n - 2

2
+

m

2

n

2
+

m

3
+

n

3
.

证明　V (G ) 的一个 p - 2色类的色划分必须是某两个色类分别恰含两个顶点而其余 p

- 4个色类各含一个顶点;或者某个色类恰含 3个顶点而其余 p - 3个色类各含一个顶点. 显

然,这种色划分由含两个顶点的色类或含 3个顶点的色类唯一确定. 由于V (G ) 中任意两个属

于不同部分的顶点在G 中相邻,故任一色类中顶点都属于同一部分. 于是可知

m p - 2 (G ) =
m

2

m - 2

2
+

n

2

n - 2

2
+

m

2

n

2
+

m

3
+

n

3
. □

令 G = K (m , n) - 2 (n≥m ≥ 3). 显然, ûV (G ) û = m + n , ûE (G ) û = m n - 2. 设图 Y 使

P (Y , Κ) = P (G , Κ) ,则Y 连通, ς (Y ) = ς (G ) = 2
[ 1 ]. 从而Y 是从某二部图K (s, t) 中删去 e (e≥

0) 条边所得之图. 又 ûV (Y ) û = ûV (G ) û , ûE (Y ) û = ûE (G ) û [ 1 ]
,故

s + t = m + n , st - e = m n - 2.

设 J 为整数集,若令 s = m + Α,则

t = n - Α, Α∈ J ,

且有

Y = K (m + Α, n - Α) - e, e = (n - m ) Α+ 2 - Α2
, Α∈ J .

若 e = 2,则 s + t = m + n , st = m n. 故{s, t} = {m , n}. 设H = K (m , n) , H ′= K (s, t) ,

则H ′与H 同构. 记 ∆ = m 3 (G ) - m 3 (H ) , Γ= m 3 (Y ) - m 3 (H ′) ,显然,当H (H ′) 中删去的

两条边相邻时, ∆ = 3 (Γ= 3) ;当H (H ′) 中删去的两条边不相邻时, ∆= 2 (Γ= 2). 由推论 2. 1

知,m 3 (Y ) = m 3 (G ) ,又m 3 (H ) = m 3 (H ′) ,故 ∆ = Γ. 因此 Y 与G 同构.
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引理 5　设 Y = K (m + Α, n - Α) - e, H ′= K (m + Α, n - Α) , Α∈J ,记 Γ= m 3 (Y ) -

m 3 (H ′). 若m in{m + Α, n - Α} > e≥ 0,则 0≤ Γ≤ 2
e

- 1.

证明　若 e = 0,则 Γ= 0,结论成立. 下设 e > 0,则 Γ> 0. 显然,将V (H ′) 分成 3色类的

任一色划分都是V (Y ) 的一个 3色类的色划分,故Γ是由于H ′中删去 e条边所增加的V (Y ) 的

3色类的色划分个数.

设 (M ,N ) 为H ′的二部分, ûM û = m + Α, ûN û = n - Α, H ′中删去的 e条边的端点集为

V ′. 首先证明下列

事实A　P 是V (Y ) 但不是V (H ′) 的一个 3色类的色划分当且仅当 P 是V (Y ) 的一个 3

色类的色划分,且P 由删去的e条边中某 i (1≤ i≤e) 条边的端点集V 0作为一个色类,M - V 0,

N - V 0 分别作为一个色类所得到.

事实A 的充分性显然,下证必要性.

由假设, P 是V (Y ) 但不是V (H ′) 的 3色类的色划分,故 P 确定的 3个色类中至少有一个

色类V 0含有不同部分中的顶点,但V 0中的顶点在 Y 中不相邻,故V 0由删去的 e条边中某 i条

边的端点所组成. 又因m in{m + Α, n - Α} > e,故M - V ′(Α M - V 0) 和N - V ′(ϕ N - V 0)

均非空,且它们必须分别被包含于两个不同又异于V 0的色类中,总共只有 3个色类,故其余二

个色类必须分别是M - V 0,N - V 0.

由于 Γ等于上述色划分 P 的个数,所以

Γ≤
e

1
+

e

2
+ ⋯+

e

e
= 2

e
- 1. □

引理6　设 e= (n- m ) Α+ 2- Α2≥0, s=
1
2

(n+ m - (n- m ) 2+ 8) ,则

(1)　Α∈D = {Αû 1
2

(n- m - (n- m ) 2+ 8)≤Α≤ 1
2

(n- m + (n- m ) 2+ 8) };

(2)　em ax=
1
4

(n- m ) 2+ 2;

(3)　s< m , s< n , s≤m + Α, s≤n- Α, Α∈D .

证明　 (1)　解关于 Α的二次不等式 Α2+ (m - n) Α- 2≤0即得.

(2)　用微分法求 e关于 Α的极值即得.

( 3)　令 Α1=
1
2

(n - m - (n- m ) 2+ 8) , Α2=
1
2

(n - m + (n- m ) 2+ 8). 当 Α∈D 时,则

Α1≤Α≤Α2. 于是有

m + Α≥m + Α1=
1
2

(n+ m - (n- m ) 2+ 8) = s,

n- Α≥n- Α2=
1
2

(n+ m - (n- m ) 2+ 8) = s.

又显然 Α1< 0, Α2> 0,故 s< m , s< n. □

3　定理1的证明

令G= K (m , n) - 2 (n≥m≥3). 设图 Y 满足 P (Y , Κ) = P (G , Κ) ,则由推论2. 1和第2部分所
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述可得

　　　　　　　m r (Y ) = m r (G ) , r= 1, 2,⋯, ûV (G ) û;

Y = K (m + Α, n- Α) - e, e= (n- m ) Α+ 2- Α2≥0, Α∈J .

令H = K (m , n) , H ′= K (m + Α, n- Α) , ∆= m 3 (G ) - m 3 (H ) , Γ= m 3 (Y ) - m 3 (H ′). 由引理3

可推得:

m 3 (H ) - m 3 (H ′) = 2
m - 1

+ 2
n- 1

- 2
m + Α- 1

- 2
n- Α- 1

,

m 3 (G ) - m 3 (Y ) = m 3 (H ) - m 3 (H ′) + ∆- Γ.

令 s=
1
2

(n+ m - (n- m ) 2+ 8) , s0= [s ],由引理6得

s0≤s< m , s0≤s< n; s0≤s≤m + Α, s0≤s≤n- Α, Α∈D∩J ; e≤[
1
4

(n- m ) 2 ]+ 2.

又由定理的假设知: s>
1
4

(n- m ) 2+ 2≥e,故

m in
Α∈D∩J

{m + Α, n- Α}≥s> e, s0≥e.

由引理5,得0≤Γ≤2
e
- 1. 又由第2部分所述知2≤∆≤3.

记 f (Α) = 2
m - s0+ 2

n- s0- 2
m + Α- s0- 2

n- Α- s0∈J ,则

m 3 (H ) - m 3 (H ′) = 2
s0- 1

f (Α) , m 3 (G ) - m 3 (Y ) = 2
s0- 1

f (Α) + ∆- Γ.
令

D 1= {Α∈D∩J ûm 3 (H ) - m 3 (H ′) < 0},

D 2= {Α∈D∩J ûm 3 (H ) - m 3 (H ′) > 0},

D 3= {Α∈D∩J ûm 3 (H ) - m 3 (H ′) = 0},

则

D∩J = D 1∪D 2∪D 3,D i∩D j = Á ( i≠j ).

若 Α² D 3,下面分二种情形讨论.

情形1　Α∈D 1.

若 n- m = 0,则 s0≥[
1
4

(n- m ) 2 ]+ 2= 2,且D = {Αû - 2 ≤Α≤ 2 }. 故D∩J = {- 1,

0, 1}. 又 Α∈D 1,故

m 3 (H ) - m 3 (H ′) = 2
s0- 1

f (Α) < 0,

从而 f (Α) < 0. 又 s0= [s ]= m - 2,故

m - s0= n- s0= 2,

即有

f (Α) = 2
2
+ 2

2
- 2

Α+ 2
- 2

2- Α
< 0.

于是 Α≠0,故D 1= {- 1, 1}, f (Α) = - 2, Α∈D 1. 从而

m 3 (G ) - m 3 (Y ) = - 2õ2
s0- 1

+ ∆- Γ= - 2
s0+ ∆- Γ< 0.

若 n- m = 1,类似讨论可得: m 3 (G ) - m 3 (Y ) < 0.

若 n- m≥2,则 s0≥[
1
4

(n- m ) 2 ]+ 2≥3. 又 Α∈D 1,故 f (Α)≤- 1. 所以

m 3 (G ) - m 3 (Y ) = 2
s0- 1

f (Α) + ∆- Γ≤- 2
s0- 1

+ ∆- Γ< 0.
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总之有: m 3 (G ) < m 3 (Y ) ,这与m 3 (G ) = m 3 (Y )矛盾.

情形2　Α∈D 2. 这时有m 3 (H ) - m 3 (H ′) = 2
s0- 1

f (Α) > 0,故 f (Α)≥1.

若 s0= s,则 s0- 1= s- 1≥e,从而有

m 3 (G ) - m 3 (Y ) = 2
s0- 1

f (Α) + ∆- Γ≥2
s0- 1

+ ∆- (2
e
- 1) > 0.

若 s0< s,则 s0< m , n ,m + Α, n- Α, Α∈D 2,从而 f (Α)≥2. 于是有

m 3 (G ) - m 3 (Y ) = 2
s0- 1

f (Α) + ∆- Γ≥2õ2
s0- 1

+ ∆- (2e- 1) > 0.

总之有: m 3 (G ) > m 3 (Y ) ,同样矛盾.

所以 Α∈D 3. 故

m 3 (H ) - m 3 (H ′) = 2m - 1 (1+ 2
n- m - 2Α- 2n- m - Α) = 0.

当且仅当 Α= 0或 Α= n- m ,即 e= (n- m ) Α+ 2- Α2= 2. 从而由第2部分所述知, Y 与G 同构,即

G = K (m , n) - 2是色唯一图. □

4　定理2的证明

只证当m≥3时, K (m ,m + 2) - 2是色唯一图 (K (m ,m ) - 2和 K (m , m + 1) - 2的情形完全

类似可证).

这时, n= m + 2,由定理1知,当2m + 2> 12+ 2+ 4,即m≥4时, K (m ,m + 2) - 2是色唯一

图. 故只要证 K (3, 5) - 2是色唯一图.

令 G = K (3, 5) - 2, H = K (3, 5). 设图 Y 满足 P (Y , Κ) = P (G , Κ) ,由第2段的讨论和引理6

知

Y = K (3+ Α, 5- Α) - e, e= 2Α+ 2- Α2≥0, 1- 3 ≤Α≤1+ 3 , Α∈J .

故 Α∈{0, 1, 2}. 于是得 Y 的可能情形是

K (4, 4) - 3或 K (3, 5) - 2.

若 Y = K (4, 4) - 3,记H ′= K (4, 4). 当H ′中删去的3条边依次为图1所示的形状时所对应

的图分别记为H 1, H 2, H 3, H 4. 令 Γr (H i) = m r (H i) - m r (H ′) , 1≤r≤8, i= 1, 2, 3, 4.

图1

设G 1, G 2 分别表示当H 中删去的两条边为不相邻、相邻时所对应的图. 令

∆r (G i) = m r (G i) - m r (H ) , 1≤ r≤ 8, i = 1, 2.

易知m 3 (H ′) = 2
3
+ 2

3
- 2= 14, Γ3 (H 1) = 3, Γ3 (H 2) = 4, Γ3 (H 3) = 5, Γ3 (H 4) = 7. 故

m 3 (H 1) = 17,m 3 (H 2) = 18,m 3 (H 3) = 19,m 3 (H 4) = 21.

m 3 (H ) = 2
2
+ 2

4
- 2= 18, ∆3 (G 1) = 2, ∆3 (G 2) = 3.
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因此

m 3 (G 1) = m 3 (H ) + ∆3 (G 1) = 20,m 3 (G 2) = m 3 (H ) + ∆3 (G 2) = 21.

因为m 3 (H i) < m i (G j ) , i= 1, 2, 3, j = 1, 2,故 P (H i, Κ)≠P (G , Κ) , i= 1, 2, 3,从而 Y≠H i, i

= 1, 2, 3. 于是只可能是 Y = H 4. 这时,m 3 (Y ) > m 3 (G 1) ,故 P (Y , Κ)≠P (G 1, Κ).

另一方面,由引理4得

m 6 (H ) =
5
2

3
2

+
3
2

5
2

+
3
3

+
5
3

= 71,

m 6 (H ′) = 2
4
2

2
2

+
4
2

4
2

+ 2
4
3

= 56.

于是

m 6 (G 2) = m 6 (H ) + ∆6 (G 2) = 71+ 2
3
2

+
4
2

+ 1= 86,

m 6 (Y ) = m 6 (H ′) + Γ6 (Y ) = 56+ 3
3
2

+
3
2

+
3
2

= 77.

从而m 6 (G 2) > m 6 (Y ) ,故 P (Y , Κ)≠P (G 2, Κ). 因此 P (Y , Κ)≠P (G , Κ) ,矛盾. 所以 Y = K (3, 5)

- 2,故 Y 与G 同构. □
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On the Chromatic ity of the Bipartite Graph K (m , n) - 2

Z ou H u iw en
(D ep t. of M ath & Comp. Sci. , Fuzhou T eachers′Co llege, J iangxi 344000)

Abstract

L et K (m , n) - 2 deno te the b ipart ite graph ob ta ined by delet ing tw o edges from the com 2
p lete b ipart ite graph K (m , n). In th is paper, w e p rove tha t (1) K (m , n) - 2 is ch rom atica lly

un ique if 3≤m≤n and n+ m - ( (n- m ) 2+ 8) 1ö2
> (n - m ) 2ö2+ 4. (2) K (m , m ) - 2, K (m , m

+ 1) - 2 and K (m ,m + 2) - 2 are a ll ch rom atica lly un ique if m≥3.

Keywords　com p lete b ipart ite graph, ch rom atica lly un ique graph, part it ion in to co lo r class.
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