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具有三次曲线解 xy
2+ y= x

3的中心对称三次系统
极限环的存在性
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摘　要　本文证明了具有三次曲线解 xy 2+ y = x 3的中心对称三次系统的极限环存

在, 而且至少可以存在四个极限环, 它们作 (2, 2)分布. 从而纠正了文[ 1 ]的结论.
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文[1 ]认为具有三次曲线解的中心对称三次系统不可能存在极限环, 其实具有三次曲线解

x y 2 + y = x 3 (1)

的中心对称三次系统就会有极限环存在的可能性, 而且至少可以存在四个.

先来证明以下定理

定理1　中心对称三次系统具有三次曲线解 (1)的充要条件是此系统可化为以下形式

xα= k 1 (y + x y 2 - x 3) + (k 3x + k 4y ) (2x y + 1) = P (x , y ) ,

yα= k 2 (y + x y 2 - x 3) + (k 3x + k 4y ) (3x 2 - y 2) = Q (x , y ).
(2)

　　证明　对称三次系统的一般形状为

xα= a10x + a01y + a30x
3 + a21x

2y + a12x y 2 + a03y
3,

yα= b10x + b01y + b30x
3 + b21x

2y + b12x y 2 + b03y 3.
(3)

设系统 (3)有三次曲线解 (1) , 则有以下恒等式

(y 2 - 3x 2) (a10x + a01y + a30x 3 + a21x
2y + a12x y 2 + a03y

3) +

　　 (2x y + 1) (b10x + b01y + b30x
3 + b21x

2y + b12x y 2 + b03y 3)

　≡ (x y 2 + y - x 3) (A 0 + A 20x
2 + A 11x y + A 02y

2).

比较系数得

　　　a01= A 02- b03, a30= - A 02, a21= 2a10, a12= A 02- 2b03,

　　　a03= 0, b10= 0, b01= A 0, b30= - A 0+ 3a10, b21= - 3b03, b12= A 0- a10.

代入系统 (3)得

xα= a10x + (A 02- b03) y - A 02x
3+ 2a10x

2y + (A 02- 2b03) xy 2,

yα= A 0y + (- A 0+ 3a10) x 3- 3b03x
2y + (A 0- a10) xy 2+ b03y

3.
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这里 a10, b03,A 02,A 0均为任意常数. 经整理得

xα= A 02 (y + xy 2- x 3) + (a10x - b03y ) (2xy + 1) ,

yα= A 0 (y + xy 2- x 3) + (a10x - b03y ) (3x 2- y 2).

记A 02= k 1, A 0= k 2, a10= k 3, - b03= k 4, 即得系统 (2) , 于是条件的必要性成立, 条件的充分性是

显然的. □

现举反例, 说明系统 (2)是有存在极限环的可能的. 为此不妨令M (1, - 2) 成为系统 (2) 的

奇点, 其条件为

P (1, - 2) = k 1 - 3k 3 + 6k 4 = 0, (4)

Q (1, - 2) = k 2 - k 3 + 2k 4 = 0. (5)

再令系统 (2)在点M (1, - 2)点处的散度为0, 其条件为
(P x (1, - 2) + Q y (1, - 2) ) = k 1 - 3k 2 - 3k 3 - k 4 = 0. (6)

由 (4) , (5) , (6)可解出 k 1= 21k 3, k 2= 7k 3, k 4= - 3k 3. 代入系统 (2)并约去右端因子 k 3得

xα= 21 (y + x y 2 - x 3) + (x - 3y ) (2x y + 1) ,

yα= 7 (y + x y 2 - x 3) + (x - 3y ) (3x 2 - y 2).
(7)

再继续研究系统 (7)的奇点M (1, - 2)的性质. 为此对系统 (7)作变换 x = x ′+ 1, y = y′- 2. 得

xα′= - 10x ′- 40y′- 67x ′2- 56x ′y′+ 15y′2- 21x ′3+ 2x ′2y′+ 15x ′y′2,

yα′= 48x ′+ 10y′+ 6x ′2- 42x ′y′- 12y′2- 4x ′3- 9x ′2y′+ 6x ′y′2+ 3y′3.

对此系统继续作变换 x ′= 40x ″, y ′= - 10x ″+ 1820y″, 得

　　　

xα= - 1820y″- 2082. 5x ″2
- 63. 5 1820x ″y″+ 682. 5y″2

-

　　32900x ″3
+ 50 1820x ″2

y″+ 27300x ″y″2
,

yα″= 1820x ″+ 4375

1820
x ″2

- 2075x ″y″- 15015

1820
y″2

-
420000

1820
x ″3

-

　　17800x ″2
y″+ 546000

1820
x ″y″2+ 5460y″3.

(8)

按文[2 ]中计算一阶焦点量 P 4的公式

　　　　P 4=
1
8

{3 (F 30+ G 03) + F 12+ G 21+
1

∃
[F 11 (F 20+ F 02) - G 11 (G 20+ G 02) +

　2 (F 02G 02- F 20G 20) ]}

来计算系统 (8) 的原点的一阶焦点量, 其中 F ij , G ij分别表示系统 (8) 中第一和第二方程中 x
i
y

j

的系数, ∃ 表示系统 (8)的一次项系数的绝对值. 于是

　　8P 4= 3 (- 32900+ 5460) + 27300- 17800+

　 1

1820
[ - 63. 5 1820 (- 2082. 5+ 682. 5) + 2075 ( 4375

1820
-

15015

1820
) +

　2 (-
15015

1820
×682. 5+

4375

1820
×2082. 5) ]≈ 2700> 0.

所以系统 (8) 的原点是一阶不稳定细焦点. 也就是说系统 (7) 的奇点M (1, - 2) 是一阶不稳定

细焦点. 当0< Εν 1时对系统 (7)作如下的微扰

xα= 21 (y + xy 2- x 3) + [ (1+ 6Ε) x - 3 (1- Ε) y ] (2xy + 1) ,

yα= 7 (y + xy 2- x 3) + [ (1+ 6Ε) x - 3 (1- Ε) y ] (3x 2- y 2).
(9)
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点M (1, - 2) 仍然保持为系统 (9) 的奇点, 而这时点M 处的散度 divM (1, - 2) = - 21Ε< 0.

所以点M (1, - 2) 由系统 (7) 的一阶不稳定细焦点变成了系统 (9) 的稳定粗焦点. 因此系统 (9)

在点M (1, - 2)外围附近跳出了一个不稳定极限环.

下面描绘系统 (9) 的全局相圈. 先找系统 (9) 的有限远奇点, 易知系统 (7) 有七个有限远奇

点, 它们分别是

O (0, 0) ,A ( 3

24
,

1

24
) ,A ′( - 3

24
,

- 1

24
) ,

B ( - 112 + 40 10
128

,
7 - 2 10

9
õ ( - 112 + 40 10

128
) ,

B ′(-
- 112 + 40 10

128
, -

7 - 2 10
9

õ - 112 + 40 10
128

) ,

M (1, - 2) ,M ′(- 1, 2).

其中O 是不稳定结点; A ′, A 是稳定结点; B , B ′是鞍点;M ,M ′是一阶不稳定细焦点. 经微拢成

系统 (9) 后,M ,M ′变成稳定粗焦点, 其他奇点均保持原有性质. 其坐标除O ,M ,M ′保持不变

外, 余均有微小变动. 再考虑系统 (9)的无穷远奇点. 为此对系统 (9)作变换 x =
v
z

, y =
1
z
得

　　　

zα=
1
z 2 [ - 3 (1- Ε) z - (6- 6Ε) z v - 7z 3+ 9 (1- Ε) z v 2+ (4- 18Ε) v 3z ]

vα=
1
z 2 [ (12+ 9Ε) v + (18+ 2Ε) z 2- (4- 18Ε) v 2- (12+ 9Ε) v 3+

　　 (4- 18Ε) v 4- (6- 6Ε) z 2v ],

可知系统 (9) 有四个无限远奇点, 它们是 P (0, 1, 0) , Q (1, 1, 0) , R (- 1, 1, 0) , S (12+ 9Ε
4- 18Ε, 1, 0) ,

且易知 P 是鞍点, Q 是鞍点, R 是鞍点, S 是不稳定结点. 不难得知系统 (9)的全局相同如图1所

图1

示. 这时在点M ,M ′外围分别存在一个无穷大分界线环. 在图1

中, 曲线PR , P ′R ′和Q ′OQ 是三次曲线 (1) 的图象. 再考虑这两

个无穷大分界线环内侧的稳定性. 因鞍点 P (0, 1, 0) 点处的两

个特征根为 Κ1
p = - 3 (1- Ε) , Κ2

p = 12+ 9Ε. 鞍点 R (- 1, 1, 0) 处

的两个特征根为 Κ1
R = 8+ 6Ε, Κ2

R = - 32+ 18Ε, 根据文 [ 3 ]计算

含有多个鞍点的分界线环内侧稳定性的方法计算

　
ûΚ1

p û
Κ2

p
õûΚ2

R û
Κ1

R
=

û - 3 (1- Ε) û
12+ 9Ε õû - 32+ 18Εû

8+ 6Ε

=
16- 25Ε+ 9Ε2

16+ 24Ε+ 9Ε2 < 1

所以点M (1, - 2)外围的无穷分界线环的内侧为不稳定 (参看

文 [ 3 ]). 由于系统 (9) 在M 点外围附近存在一个不稳定极限

环, 所以在此不稳定极限环外围必然还至少存在着一个稳定

极限环. 所以系统 (9)至少存在四个极限环. 同时还存在两无穷大分界线环, 它们作关于原点的

中心对称, 如图1所示. 所以文[1 ]认为具有三次曲线解的中心对称三次系统不可能存在极限环

的结论是不能成立的.
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The Ex istence of L im it Cycles for a Cen tra l Symm etry Cubic
System with a Cubic Curve Solution x y 2 + y = x 3

T an J iz h i
(D ep t. of M ath. , D alian U niversity, 116622)

S hen B oqian
(D ep t. of M ath. , L iaoning N o rm al U niversity, D alian 116029)

Abstract

In th is paper, w e p rove tha t there ex ist a t least fou r the lim it cycles d ist ribu t ing in the

fo rm (2, 2) in a cen tra l symm etry cub ic system w ith a cub ic cu rve so lu t ion x y 2 + y = x 3 .

T hen w e co rrected an erro r in [1 ].

Keywords　lim it cycle, cub ic cu rve so lu t ion, cen tra l symm etry cub ic system.
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