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弹性振动点观测反馈控制古典解的存在性
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摘　要: 本文运用有界线性算子的积分半群理论证明弹性振动点观测反馈控制方程古

典解的存在性.
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细长飞行器在飞行控制中,对角度,角速度及加速度的量测,实际上都是点观测. 以往的处

理方法是用包含观测点的小区域上的平均值来代替那一点的观测值,以便用通常的偏微分方

程的L p 理论来处理. 严格来说,对这类观测量的描述要用到广义函数. 本文运用有界线性算子

的积分半群理论来直接处理这类问题,证明了它的古典解的存在性,这在理论和实际上都是很

有意义的.

我们用两端固定的长为 l的均匀梁来近似描述细长飞行器,在其上设置观测点,以在这些

点 ( x 1, x 2, ⋯, x n) 所测得的角速度作为反馈控制律的弹性振动闭环系统可用如下偏微分方

程来描述[1, 2 ]:

52y (x , t)
5 t2 + b (x ) 6

n

i= 1
k i

52y (x , t)
5x 5 t

û x = x i
+

54y (x , t)
5 x 4 = 0, 　 0〈x〈l,

y (x , t) û x = 0, l = y′(x , t) û x = 0, l = 0, (1. 1)

y (x , 0) = y 0 (x ) ,　 y ′(x , 0) = y 1 (x ).

其中 b (x ) 为外力分布, k i为量测量的放大系数. 为讨论方便, 不妨设 k i = 1, i = 1, 2,⋯, n.

设C [0, l ]为 [0, l ]上的连续函数在通常的范数 úõ ú 下所组成的Banach 空间, C 1 [0, l ]为

[0, l ]上的一阶连续可微函数的全体在范数 úy ú 1 = úy ú + úy′ú 下所构成的Banach 空间. 在

C 1 [0, l ] 上定义线性算子: ( Ay ) (x ) =
d4y (x )

dx 4 ,

D ( A) = {y ∈ C 1 [0, l ]ûy′, y″, y Ê, y
(4) ∈ C 1 [0, l ],
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y (x ) û x = 0, l= y′(x ) û x = 0, l = 0};

( By ) (x ) = b (x ) 6
n

i= 1
y′(x i) , 　D (B) = C 1 [0, l ].

则 (1. 1)可写为:

d2y
d t2 + B

dy
d t

+ Ay = 0,　y (0) = y 0,　 y′(0) = y 1. (1. 2)

考虑C 1 [0, l ] × C 1 [0, l ] 上的一阶抽象Cauchy 问题:

dΥ
d t

= A Υ+ BΥ,　 Υ(0) = Υ0 = (y 0, y 1) T , (1. 3)

其中

A =
0 I

- A 0
,　B =

0 0

0 B
,

D ( A ) = D ( A) × C 1 [0, l ],　D ( B) = C 1 [0, l ] × C 1 [0, l ].

容易验证如果 y 是 (1. 2)的解, 则 (y , y′) T为 (1. 3)的解; 反之,如果 (Υ1, Υ2) T是 (1. 3)的解,则

Υ1为 (1. 2)的解且 Υ2 =
dΥ1

d t
. 因此得到

定理1　问题 (1. 2)与问题 (1. 3)等价.

对任意 Υ= (Υ1, Υ2) T ∈ C 1 [0, l ] × C 1 [0, l ] , 定义范数: úΥú 2 = m ax (úΥ1ú 1, úΥ2ú 1) , 则

C 1 [0, l ] × C 1 [0, l ] 在 ú õ ú 2下为一B anach 空间.

定理2　算子A 在C 1 [0, l ]× C 1 [0, l ]上生成三次积分半群 (S ( t) ) tΕ 0且 úS ( t) ú 2 Φ M eΞ t

.

证明　 由[5 ]知只需证明存在 Ξ〉0 , 使得当R eΚ〉Ξ〉0时,

ú (Κ2 I + A) - 1ú 1 Φ C
ûΚû ,　C 为常数.

　　为了简便, 仅就 Κ为大于零的实数进行讨论,对于 Κ为实部大于零的复数, 除增加运算与

估计的复杂性外没有本质出别.

对任意 f (x ) ∈ C 1 [0, l ] ,考虑方程 (Κ2 I + A ) y (x ) = f (x ) ,运用常数变易法求得其解

为:

y (x ) = C 1eΛ1x + C 2eΛ2x + C 3eΛ3x + C 4eΛ4x -∫
x

0
A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1x +

∫
x

0
A 2e- Λ2sf (s) dsõ eΛ2x -∫

x

0
A 3e- Λ3sf (s) dsõ eΛ3x +∫

x

0
A 4e- Λ4sf (s) dsõ eΛ4x , (1. 4)

其中

　　Λ1= Κ
1
2 e

Π
4 i, Λ2= Κ

1
2 e

3
4 Π i, Λ3= Κ

1
2 e

5
4 Π i, Λ4= Κ

1
2 e

7
4 Π i,

A 1=
1

(Λ4- Λ1) (Λ3- Λ1) (Λ2- Λ1) ,　A 2=
1

(Λ4- Λ2) (Λ3- Λ2) (Λ2- Λ1) ,

A 3=
1

(Λ4- Λ3) (Λ3- Λ2) (Λ3- Λ1) ,　A 4=
1

(Λ4- Λ3) (Λ4- Λ2) (Λ4- Λ1) ,

C 1=
D 1

D
,　 C 2=

D 2

D
,　 C 3=

D 3

D
,　 C 4=

D 4

D
,这里
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D = [ - 8 + 2e
Κ

1
2 2

1
2 l

+ 2e
- Κ

1
2 2

1
2 l

+ 2e
Κ

1
2 2

1
2 l i

+ 2e
- Κ

1
2 2

1
2 l i

]Κ,

D 1= G 1 [ (1 + i) eΛ4 l - 2eΛ3 l + (1 - i) eΛ2 l ]Κ- G 2 [ (Λ4 - Λ2) + (Λ2 - Λ3) e
- Κ

1
2 2

1
2 l

+

　 (Λ3 - Λ4) e
- Κ

1
2 2

1
2 li

] + G 3 [ (Λ4 - Λ3) eΛ2 l + (Λ2 - Λ4) eΛ3 l + (Λ3 - Λ2) eΛ4 l ],

D 2= G 1 [ (1 + i) eΛ1 l - 2eΛ4 l + (1 - i) eΛ3 l ]Κ+ G 2 [ (Λ1 - Λ3) + (Λ4 - Λ1) e
Κ

1
2 2

1
2 l

+

　 (Λ3 - Λ4) e
- Κ

1
2 2

1
2 li

] - G 3 [ (Λ4 - Λ3) eΛ1 l + (Λ3 - Λ1) eΛ4 l + (Λ1 - Λ4) eΛ3 l ],

D 3= G 1 [ (1 + i) eΛ2 l - 2eΛ1 l + (1 - i) eΛ4 l ]Κ+ G 2 [ (Λ4 - Λ2) + (Λ2 - Λ1) e
Κ

1
2 2

1
2 il

+

　 (Λ1 - Λ4) e
Κ

1
2 2

1
2 l

] - G 3 [ (Λ4 - Λ1) eΛ2 l + (Λ2 - Λ4) eΛ1 l + (Λ1 - Λ2) eΛ4 l ],

D 4= G 1 [ (1 + i) eΛ3 l - 2eΛ2 l + (1 - i) eΛ1 l ]Κ- G 2 [ (Λ1 - Λ3) + (Λ3 - Λ2) e
- Κ

1
2 2

1
2 l

+

　 (Λ2 - Λ1) e
Κ

1
2 2

1
2 li

] + G 3 [ (Λ3 - Λ1) eΛ2 l + (Λ2 - Λ3) eΛ1 l + (Λ1 - Λ2) eΛ3 l ],

其中

G 1=∫
l

0
A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1 l -∫

l

0
A 2e- Λ2sf (s) dsõ eΛ2 l +∫

l

0
A 3e- Λ3sf (s) dsõ eΛ3 l -

　∫
l

0
A 4e- Λ4sf (s) d sõ eΛ4 l,

G 2= (A 1 - A 2 + A 3 - A 4) f (0) ,

G 3= (A 1 - A 2 + A 3 - A 4) f ( l) +∫
l

0
A 1Λ1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1 l -∫

l

0
A 2Λ2 e- Λ2sf (s) dsõ eΛ2 l +

　∫
l

0
A 3Λ3e- Λ3sf (s) dsõ eΛ3 l -∫

l

0
A 4Λ4 e- Λ4sf (s) dsõ eΛ4 l.

如果能证明存在 Ξ〉0 ,使得当Κ〉Ξ时 úy ú 1 = úy ú + úy′ú Φ C
Κú f ú 1 ( C 为常数) , 这就是 ú (Κ2 I

+ A ) - 1ú 1 Φ C
Κ , 从而就证明了此定理. 为此,先看 úy ú .

注意到ûe
Λ1sû= e

2
- 1

2 Κ
1
2 s

Ε 1, ûe
Λ2sû= e

2
- 1

2 Κ
1
2 s

Φ 1, ûe
Λ3sû = e

2
- 1

2 Κ
1
2 s

Φ 1, ûe
Λ4sû = e

2
- 1

2 Κ
1
2 s

Ε 1. 考

虑 (1. 4)中的第六项与第七项, 即

∫
x

0
A 2e- Λ2sf (s) dsõ eΛ2x ,　 -∫

x

0
A 3e- Λ3sf (s) dsõ eΛ3 l.

ûA 2∫
x

0
e- Λ2sf (s) dsõ eΛ2x û Φ ûA 2û∫

x

0
ûe- Λ2sûdsõ ú f ú õ ûeΛ2x û

　 Φ ûA 2û∫
x

0
e

Κ
1
2 2

- 1
2 s

dsõ e
- Κ

1
2 2

- 1
2 x

õ ú f ú Φ ûA 2û 1

Κ
1
2 2

- 1
2

ú f ú Φ C
Κ2 ú f ú ,

这里C 为常数. 在以后的估计中为了方便,凡是出现常数的地方, 均用C 表示, 尽管它们彼此

不同.
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û - A 3∫
x

0
e- Λ3sf (s) dsõ eΛ3x û Φ ûA 3û õ ú f ú∫

x

0
e

Κ
1
2 2

- 1
2 s

dsõ e
- Κ

1
2 2

- 1
2 s

Φ C
Κ2 ú f ú.

现在考虑 (1. 4)中的C 2eΛ2x和C 3eΛ3x . 首先考虑C 2eΛ x , ûC 2eΛ2x û Φ ûC 2û õ ûeΛ2x û Φ ûC 2û. 注意到

û∫
l

0
A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1 lû Φ C

Κ2 e
2

- 1
2 Κ

1
2 l

ú f ú ,

û∫
l

0
A 4e- Λ4sf (s) dsõ eΛ4 lû Φ C

Κ2 e
2

- 1
2 Κ

1
2 l

ú f ú ,

所以

ûG 1û Φ C′
Κ2 e

2
- 1

2 Κ
1
2 l

ú f ú +
C′′

Κ2 ú f ú Φ C
Κ2 e

2
- 1

2 Κ
1
2 l

ú f ú ,

û [ (1 + i) eΛ2 l - 2eΛ1 l + (1 - i) eΛ4 l ]Κû Φ C Κe
2

- 1
2 Κ

1
2 l

,

ûG 2û Φ C

Κ
3
2
ú f ú ,　ûG 3û Φ C

Κ
3
2

e
Κ

1
2 2

1
2

2 l

ú f ú ,

û (Λ4 - Λ2) + (Λ2 - Λ1) e
Κ

1
2 2

1
2 il

+ (Λ1 - Λ4) e
Κ

1
2 2

1
2 l

û Φ C Κ
1
2 e

Κ
1
2 2

1
2 l

û (Λ4 - Λ3) eΛ1 l + (Λ3 - Λ1) eΛ4 l + (Λ1 - Λ4) e
Λ3 lû Φ C Κ

1
2 e

2
1
2

2 Κ
1
2 l
.

从而

ûC 2eΛ2 lûΦ ûC 2û Φ û D 2

D
û Φ 1

ûD û [C
1
Κe2

1
2 Κ

1
2 lú f ú +

C
Κe

2 Κ
1
2 l

ú f ú +
C
Κe

2
1
2 Κ

1
2

lú f ú ]

Φ C
Κe

2
1
2 Κ

1
2 l

ú f ú õ 1
ûD û.

又因为

e
- 2

1
2 Κ

1
2 l

õ ûD û = û - 8e
- 2

1
2 Κ

1
2 l

+ 2 + 2e
- 2

1
2 Κ

1
2 l

　 + 2e
- 2

1
2 Κ

1
2 l+ 2

1
2 Κ

1
2 li

+ 2e
- 2

1
2 Κ

1
2 l- 2

1
2 Κ

1
2 l i

û〉1,

所以 ûC 2eΛ2x û Φ C
Κ2 ú f ú . 同理可证 ûC 3eΛ3x û Φ C

Κ2 ú f ú .

下面估计 (1. 4)中的C 1
Λ1x -∫0

x

A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1x . 由于

C 1eΛ1x -∫
x

0
A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1x =

D 1

D
eΛ1x -∫

x

0
A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1x.

注意到

û G 2 [ (Λ4 - Λ2) + (Λ2 - Λ3) e
- 2

1
2 Κ

1
2 l

+ (Λ3 - Λ4) e
- 2

1
2 Κ

1
2 li

]
D

õ eΛ1x û Φ C
Κ2 ú f ú ,

　û
[ -∫0

l

A 2e- Λ2sf (s) d sõ eΛ2 l +∫0
l

A 3e- Λ3sf (s) dsõ eΛ3 l ]õ [ (1 + i) eΛ4 l - 2eΛ3 l + (1 - i) eΛ2 l ]Κ

D
û
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　õ ûeΛ1x û Φ C
Κ2 ú f ú ,

　û
(A 1 - A 2 + A 3 - A 4) f ( l) [ (Λ4 - Λ3) eΛ2 l + (Λ2 - Λ4) eΛ3 l + (Λ3 - Λ2) eΛ4 l ]

D
û

　õ ûeΛ1x û Φ C
Κ2 ú f ú ,

　û
[ -∫

l

0
A 2Λ2e- Λ2sf (s) dsõ eΛ2 l +∫0

l

A 3Λ3e- Λ3sf (s) dsõ eΛ3 l ]

D
û

　õ û [ (Λ4 - Λ3) eΛ2 l + (Λ2 - Λ4) eΛ3 + (Λ3 - Λ2) eΛ4 l ]õ eΛ1x û Φ C
Κ2 ú f ú.

由于

[∫
l

0
A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1 l -∫

l

0
A 4e- Λ4sf (s) dsõ eΛ4 l ] [ (1 + i) eΛ4 l - 2eΛ3 l + (1 - i) eΛ2 l ]Κõ eΛ1x +

　[∫
l

0
A 1Λ1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1 l -∫

l

0
A 4Λ4e- Λ4sf (s) dsõ eΛ4 l ]õ [ (Λ4 - Λ3) eΛ2 l + (Λ2 - Λ4) eΛ3 l +

　 (Λ3 - Λ2) eΛ4 l ]eΛ1x - D∫0
x

A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1x

= 2Κ∫
l

0
A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1 l õ eΛ4 l õ eΛ1x - 4Κ∫

l

0
A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1 l õ eΛ3 l õ eΛ1x +

　2Κ∫
l

0
A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1 l õ eΛ2 l õ eΛ1x + 2Κ(1 - i)∫

l

0
A 4e- Λ4sf (s) dsõ eΛ4 l õ eΛ3 l õ eΛ1x -

　2Κ(1 - i)∫
l

0
A 4e- Λ4sf (s) dsõ eΛ4 l õ eΛ2 l õ eΛ1x - D∫0

x

A 1e- Λ1 (s- x )
f (s) ds. (1. 5)

因为 û 1
D

[ (1. 5)中的第2项+ 第3项+ 第4项+ 第5项 ] û Φ C
Κ2 ú f ú .

下面来看 (1. 5)中的第1项与第6项:

2Κ∫
l

0
A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1 l õ eΛ4 l õ eΛ1x - D∫0

x

A 1e- Λ1 (s- x )
f (s) ds

　 = 2Κ∫
l

0
A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1 l õ eΛ4 l õ eΛ1x - [D - 2Κe

Κ
1
2 2

1
2 l

]õ∫0
x

A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1x -

　　　2Κe
- Κ

1
2 2

1
2 l

∫
l

0
A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1x ,

注意到

û D - 2Κe
Κ

1
2 2

1
2 l

D ∫
x

0
A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1x û Φ C

Κ2 ú f ú ,

2Κ∫
l

0
A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1 l õ eΛ4 l õ e

Λ1x

- 2Κe
Κ

1
2 2

1
2 l∫0

x

A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1x

　 = 2Κe
Κ

1
2 2

1
2 l

∫
l

0
A 1e- Λ1 (s- x )

f (s) ds - 2Κe
Κ

1
2 2

1
2 l

∫
x

0
A 1e- Λ1 (s- x )

f (s) ds

　 = 2Κe
Κ

1
2 2

1
2 l

∫
l

x
A 1e- Λ1 (s- x )

f (s) ds
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　 = 2Κe
Κ

1
2 2

1
2 l

∫
( l- x )

0
A 1e- Λ1sf (s + x ) ds,

û
2Κe

Κ
1
2 2

1
2 l

∫
( l- x )

0
A 1e- Λ1sf (s + x ) ds

D
û Φ C

Κ2 ú f ú.

至此证明了 (1. 4)中的 ûC 1eΛ1x -∫
x

0
A 1e- Λ1sf (s) dsõ eΛ1x û Φ C

Κ2 ú f ú. 类似的方法可以证明 (1. 4)

中的 ûC 4eΛ4x +∫
x

0
A 4e- Λ4sf (s) ds õ eΛ4x û Φ C

Κ2 ú f ú. 从而证明了: úy (x ) ú Φ C
Κ2 ú f ú . 下面来看

ûy′(x ) û . 由 y′(x ) 的表达式及对 úy ú 的估计得到 úy′(x ) ú Φ C

Κ
3
2
ú f ú. 设 Κ〉1 , 则

úy (x ) ú Φ C
Κ2 ú f ú Φ C

Κú f ú ,　 úy′(x ) ú Φ C

Κ
3
2
ú f ú Φ C

Κú f ú.

从而úy ú+ úy′ú= úy ú 1Φ C
Κú f úΦ C

Κ (ú f ú+ ú f ′ú ). 因此 ú (Κ2 I + A) - 1ú 1 Φ C
Κ. 于是证明了对任

意R eΚ〉0 , 存在 Ξ〉0 , 使得当R eΚ〉Ξ〉0时, ú (Κ2 I + A) - 1ú 1 Φ C
ûΚû . □

由定理2及[5 ]中的定理5. 2得:

( 1)　 设 úΥúF = sup tΕ 0úe- Ξ tS
(3) ( t) Υú 2 , 则 ú õ ú F在D (A 3) 上定义了一个范数且满足

úΥú 2 Φ úΥú F.

(2)　设 F = D (A 6) úõúF = D (A 3) ×D (A 3) úõúF . 定义: A F Υ(x ) = A Υ(x ) ,对任意 Υ(x )

∈D (A F ) ,其中

D (A F ) = Υ(x ) ∈D (A ) ∩ F : A Υ(x ) ∈ F

= {Υ(x ) ∈D (A ) × C 1 [0, l ] ∩D (A 3) ×D (A 3) úõúF: A Υ(x ) ∈D (A 3) ×D (A 3) úõúF }.

则A F在 F 上生成强连续半群 T ( t) = S
(3) ( t) û F. 如果BF (即BF在 F 上的限制)为 F → F 上

的有界线性算子, 则根据强连续半群的扰动定理知: A F + BF在 F 上生成强连续半群. 从而

对任意 Υ0∈D (A F ) , 问题 (1. 3) 在D (A F ) 上存在唯一解. 为此, 设 b (x ) ∈D (A 3) , 则B
将 F 映到 F , 只需证明BF为 F 上的有界线性算子. 事实上,对任意 Υ∈ F , Υ= (Υ1, Υ2) T ,

úBΥú F = sup
tΕ 0

úe- Ξ tS
(3) ( t) BΥú 2 = sup

tΕ 0
úe- Ξ tS

(3) ( t)
0 0

0 - B
Υ1

Υ2

ú 2

= sup
tΕ 0

úe- ΞtS
(3) ( t)

0

- BΥ2

ú 2 = sup
tΕ 0

úe- ΞtS
(3) ( t)
　　　 　 0

b (x ) 6
n

i= 1
Υ′2 (x i)

ú 2

= û6
n

i= 1
Υ′2 (x i) û sup

tΕ 0
úe- Ξ tS

(3) ( t)
0

b (x )
ú 2 Φ 6

n

i= 1
ûΥ′2 (x i) û õM Φ 6

n

i= 1
úΥ2ú 1 õ M

= nM úΥ2ú 1 Φ nM úΥú 2 Φ nM úΥúF ,

这里

M = sup
tΕ 0

úe- Ξ tS
(3) ( t)
　 0

b (x )
ú 2

为常数. 从而, úBúF Φ nM . 由以上分析及定理1得到:
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定理3　设 b (x ) ∈D (A 3) , 则对任意 (y 0 (x ) , y 1 (x ) ) T ∈D (A F ) , 问题 (1. 1) 存在唯

一解 y (x , t) ∈D (A 3) úõú F < C 1 [0, l ] .
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Ex istence of Classica l Solution for Feedback Con trol System
of Elastic Beam V ibration with Po in t Observation
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Z hu Guang tian
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Abstract

T h is paper d iscu sses the elast ic beam vib ra t ion system w ith tw o sides fixed. By tak ing

the angu lar velocity m easu red in som e po in ts on beam as the feedback con tro l ru le, the ex is2
tence and un iqueness of classica l so lu t ion is p roved by m ean s of the in tegra ted sem igroup s

theo ry of bounded linear opera to rs.

Keywords　elast ic beam vib ra t ion system , in tegra ted sem igroup , classica l so lu t ion.
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