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Beta 算 子 的 L p -逼 近
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摘　要: 本文对于一类函数给出了Beta 算子L p 2逼近的特征刻画.
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1　引　言

设 f ∈L
p [0, ∞) , 1≤p≤∞, 记ú f ú p = ú f úL p [ 0, ∞) ,Beta 算子定义为

Βn (f , x ) = ∫
∞

0
bn (x , u ) f (1öu ) du　 (x > 0) ,

其中 bn (x , u ) =
x

n

B (n , n)õ
u

n- 1

(1+ x u ) 2n ,B (n , n) = ( (n- 1) ! ) 2ö(2n- 1) !. D itzian2To tik 光滑模为

Ξ2
Υ(f , t) p = sup

0< h≤t
ú∃ 2

hΥf ú p ,

这里 Υ(x ) = x , ∃2
hf (x ) =

f (x + h ) - 2f (x ) + f (x - h ) , x ∈[h , ∞) ;

0, 　　　　　　　　　　 x ∈[0, h ).
最近, 周定轩证明了

定理1
[ 1 ]　设 f ∈L

p
[0, ∞) , 1≤p ≤∞, 0< Α< 1, 则

úΒn (f ) - f ú p = O (n
- Α)

的充要条件是 Ξ2
Υ(f , t) p = O ( t

2Α).

设 S 2是由满足如下条件的函数 Ω组成: Ω( t) > 0 (0< t≤1)是单调增加的函数, 且对某一

k> 1,

t
2- 1

k∫
1

t

Ω(Γ)

Γ
3- 1

k
dΓ= O (Ω( t) ).

　　本文证明了

定理2　设 f ∈L
p [0, ∞) , 1≤p ≤∞, Ω∈S 2, 则

úΒn (f ) - f ú p = O (Ω( 1
n

) )
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的充要条件是 Ξ
2
Υ(f , t) p = O (Ω( t) ).

注记　若取 Ω( t) = t
2Α

, 0< Α< 1, 则定理2就是定理1.

2　引理和定理2的证明

对于1≤p≤∞, 加权 Sobo lev 空间为

D = {g∈L
p [0, ∞) : g′∈A . C loc, Υ

2
g″∈L

p [0, ∞) },

当 f ∈L
p [0, ∞)时, K 2泛函为

K Υ, 2 (f , t
2) p = inf

g∈D
{ú f - g ú p + t

2úΥ
2
g″ú p }　 ( t> 0).

由[2 ], 对于 f ∈L
p
[0, ∞) , 存在常数C > 0, 使得

C
- 1Ξ2

Υ(f , t) p≤K Υ, 2 (f , t
2) p≤CΞ2

Υ(f , t) p.

需要如下引理

引理1[ 3 ]　设 u 1 (x ) , u 2 (x ) 是非负的单调增加函数, r> 0, C > 1. 若对于任意 0 < t, h ≤ 1,

u 1 ( t) ≤C (u 2 (h ) + ( t
h

) r
u 1 (h ) ) , 则

u 1 (h ) ≤A h
r- 1

k∫
1

h

u 2 (Γ)

Γ
r+ 1- 1

k
dΓ,

这里 k> 1,A 是常数.

引理2
[ 1 ]　设1≤p≤∞, n≥2, 则

( i)　úΒn (f ) ú p≤2ú f ú p , f ∈L
p
[0, ∞) ; (2. 1)

( ii)　úΒn (f ) - f ú p≤A n
- 1úΥ

2
f ″ú p , f ∈D ; (2. 2)

( iii)　úΥ
2
(Βn (f ) )″ú p≤3nú f ú p , f ∈L

p [0, ∞) ; (2. 3)

( iv)　úΥ
2
(Βn (f ) )″ú p≤2úΥ

2
f ″ú p , f ∈D. (2. 4)

(2. 1)式由[1 ]中的引理2. 3立即可推得.

定理2的证明　充分性 对于 f ∈L
p [0, ∞)和 n , 选取 g n∈D , 使得

ú f - g nú p≤2K Υ, 2 (f , n
- 1) p≤2CΞ2

Υ(f , n
- 1ö2) p ,

úΥ
2
g

″
nú p≤2nK Υ, 2 (f , n

- 1) p≤2CnΞ2
Υ(f , n

- 1ö2) p.

从而, 根据 (2. 1)和 (2. 2) , 有

　　　　úΒn (f ) - f ú p ≤úΒn (f - g n) - (f - g n) ú p + úΒn (g n) - g nú p

≤3ú f - g nú p + A n
- 1úΥ

2
g

″
nú p

≤M Ξ2
Υ(f , n

- 1ö2) p≤M Ω( 1
n

) ,

这里M 表示与 n 无关的常数, 以下均同, 只是在不同的地方取值可能不同.

必要性　对于0< t, h≤1, 选取 n , 使得 1
n
≤h<

2
n

. 根据 K 2泛函的定义, 存在 g n∈D ,

使得

ú f - g nú p≤2K Υ, 2 (f , n
- 1) p , 　úΥ

2
g

″
nú p≤2nK Υ, 2 (f , n

- 1) p.
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于是, 根据 (2. 3)和 (2. 4) , 有

　　　úΥ
2
(Βn (f ) )″ú p ≤úΥ

2
(Βn (f - g n) )″ú p + úΥ

2
(Βn (g n) )″û p

≤3nú f - g nú p + 2úΥ
2
g

″
nú p

≤10nK Υ, 2 (f , n
- 1) p ,

从而, 对于0< t, h≤1, 有

　　　K Υ, 2 (f , t
2) p ≤úΒn (f ) - f ú p + t

2úΥ
2
(Βn (f ) )″ú p

≤M Ω( 1
n

) + 10t
2
nK Υ, 2 (f , n

- 1) p

≤M Ω(h ) + 20t
2
h

- 2
K Υ, 2 (f , h

2) p.

根据引理1, 有

K Υ, 2 (f , t2) p ≤A t
2- 1

k∫
1

t

Ω(Γ)

Γ
3- 1

k
dΓ≤M Ω( t) ,

所以

Ξ2
Υ(f , t) p≤CK Υ, 2 (f , t

2) p≤M Ω( t).

这样, 完成了定理2的证明.
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L p -Approx imation for Beta Operators
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Abstract

In the paper, w e give characteriza t ion fo r L p 2app rox im at ion of Beta opera to rs fo r a class

of funct ion s.
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