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超空间上的连续对应与对应的闭图
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摘　要: 本文的目的是在超空间上重新定义上半连续, 下半连续和连续对应. 改进了

K lein 在[ 1 ]中的定义7. 1. 1,得到了这些对应和它们的闭图的若干特征和性质,给出了子集网

在下半连续对应中的应用.
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1　介绍与预备

连续对应的概念最早是由M oo re (1925年)和H ill (1927年)独自给出的; 后来 Ku ra tow sk i

等十多位著名数学家和经济数学家又先后研究了它的性质和它在经济分析中的应用[1 ]. 对应

及连续对应的结果在许多领域例如集值测度; 可测集值映射和集值映射的微分与积分等方面

都有重要应用; 尤其是对应理论已成为经济分析的重要工具[ 1, 2 ]. 因此深入研究对应理论的

重要性和必要性是不言而喻的. 本文的目的是给出连续对应一个更便于应用的定义,即定义2.

1,它的优点从本文所讨论的性质中即可见到.

设X ≠Á , P (X ) = {A : A < X }, P o (X ) = P (X ) - {Á },称 P o (X ) 为X 上的超空间[ 2 ].

ΠB ∈ P (X ) ,定义 I 3 (B ) = {A ∈ P o (X ) : A < B }, I 3 (B ) = {A ∈ P o (X ) : A ∩B ≠ Á },容

易证明 I 3 保交且 I 3 保并. 设 (X , T ) 为拓扑空间,令A = {I 3 (G ) : G ∈T }, B = {I 3 (G ) :

G∈T }, C= {I 3 (G ) , I 3 (G ) : G∈T },以A 为基的拓扑称为超空间P o (X ) 上的上拓扑,记

T u;以B 为子基的拓扑称为超空间 P o (X ) 上的下拓扑,记为T l;以C为子基的拓扑称为超
空间 P o (X ) 上的V ieto ries拓扑,记为T v. 设X , Y ≠ Á ,映射 f : X → P o (Y ) , x ∈X , f (x ) ∈

P o (Y ) 称为X 到 Y 的对应[1 ]或集值映射[2 ]. 用“′”表示集合的补,即B′= X - B ,记 f 3 (B )

= {x ∈X : f (x ) < B }, f 3 (B ) = {x ∈X : f (x ) ∩B ≠ Á },这里B ∈ P o (Y ) ,则可以证明

定理 1. 1
[ 2 ]　设 f : X → P o (Y ) 是对应,则

f 3 (B ′) = (f 3 (B ) )′, f 3 (B ′) = (f 3 (B ) )′, (f 3 (B ′) )′= f 3 (B ).

定义 1. 1
[ 1, 2 ]　设X , Y 是拓扑空间, f : X →P o (Y ) ,是对应. 若 f 是X 到 (P o (Y ) , T u) 的连

续映射,则称 f 是上半连续;若 f 是X 到 (P o (Y ) , T l) 的连续映射,则称 f 是下半连续;若 f 是
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X 到 (P o (Y ) , T v ) 的连续映射,则称 f 是连续对应或简称为连续.

定理 1. 2
[ 1, 2 ]　设 (X , T ) 与 (Y , ∆) 是拓扑空间, f : X → P o (Y ) 是对应,则

(1)　f 是上半连续当且仅当 Π G ∈ ∆, f 3 (G ) ∈T.

(2)　f 是下半连续当且仅当 Π G ∈ ∆, f 3 (G ) ∈T.

(3)　f 是连续当且仅当 Π G ∈ ∆, f 3 (G ) , f 3 (G ) ∈T.

2　连续对应的新定义及性质

定义 2. 1　设 (X , T ) 与 (Y , ∆) 是拓扑空间, f : X → P o (Y ) 是对应, x o∈X .

(1)　Π G ∈ ∆且 x o∈ f 3 (G ) ,如果存在 x o的开邻域V 使V < f 3 (G ) ,则称 f 在 x o下半

连续.

(2)　Π G ∈ ∆且 x o∈ f 3 (G ) ,如果存在 x o的开邻域V 使V < f 3 (G ) ,则称 f 在 x o上半

连续.

(3)　如果 f 在 x o既是上半连续又是下半连续,则称 f 在 x o连续.

(4)　称 f 在X 是上半连续 (下半连续,连续) 如果 f 在 X 上每点都是上半连续 (下半连

续,连续).

定理 2. 1　设 (X , T ) 与 (Y , ∆) 是拓扑空间, f : X → P o (Y ) 是对应,则

(1)　f 是下半连续 Ζ Π G ∈ ∆, f 3 (G ) ∈T.

(2)　f 是上半连续 Ζ Π G ∈ ∆, f 3 (G ) ∈T.

(3)　f 是连续 Ζ Π G ∈ ∆, f 3 (G ) ∈T , f 3 (G ) ∈T.

证明　 (1) 设 f 是下半连续, Π G∈∆,如果 f 3 (G ) = Á ,则 f 3 (G ) ∈T. 设 f 3 (G ) ≠Á ,

Π x ∈ f 3 (G ) ,由定义 2. 1知 f 在 x 下半连续,于是存在 x 的开邻域V x 使V x < f 3 (G ). 则显然

V x < (f 3 (G ) ) o,于是 f 3 (G ) < ∪
x∈f 3 (G)

V x < (f 3 (G ) ) o并且因此 f 3 (G ) = (f 3 (G ) ) o∈T. 反

之, Π x ∈X , ΠB ∈ ∆且 x ∈ f 3 (B ) ,由定理条件知 f 3 (B ) 是 x 的开邻域,令V = f 3 (B ) ,则

x ∈V < f 3 (B ).

由定义 2. 1知 f 在 x 是下半连续,因此 f 在X 是下半连续.

类似可证明 (2) ,由 (1) 与 (2) 得 (3).

注　由定理 2. 1与定理 1. 2知,虽然定义 1. 1与定义 2. 1不同,但作为上半连续,下半连

续和连续对应时两个定义是等价的,定义2. 1完全不用P o (Y ) 的上 (下) 拓扑和V ieto ries拓扑.

由于定义 2. 1是逐点定义的便于讨论局部连续对应,而且可以得到连续对应的许多性质. 限于

篇幅,本文只讨论下半连续的几个主要性质,这些性质中的多数是很难由定义 1. 1得到的.

定理 2. 2　 设 X , Y 是拓扑空间, f : X → P o (Y ) 是对应. f 是下半连续 Ζ ΠB ∈ P (Y ) ,

(f 3 (B ) ) - < f 3 (B - ). 这里B - 是B 的闭包,下同.

证明　ΠB ∈ P (Y ) , Π x ∈ (f 3 (B ) ) - 及 Π y ∈ f (x ) ,对 y 的任意开邻域V 有

f (x ) ∩V ≠ Á ] x ∈ f 3 (V ).

因为 f 在 x 下半连续,存在 x 的开邻域U 使U < f 3 (V ) ,由此可知 Π t∈U ,有

f ( t) ∩V ≠ Á .
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由 x ∈ (f 3 (B ) ) - ,得

U ∩ f 3 (B ) ≠ Á ,

于是存在 to∈U ∩ f 3 (B ) 使 f ( to) ∩V ≠ Á 且 f ( to) < B . 由此得到

B ∩V ≠ Á , ] y ∈B - , ] f (x ) < B - 或 x ∈ f 3 (B - ).

这就证明了 (f 3 (B ) ) ′- < f 3 (B - ). 相反地,设G 是 Y 中任意开集. 由定理条件得

(f 3 (G′) ) - < f 3 (G′2) = f 3 (G′) = (f 3 (G ) ) ′,

由此有

f 3 (G ) = (f 3 (G ) ) ″< (f 3 (G′) ) - ′= (f 3 (G ) ) ′- ′= (f 3 (G ) ) o,

这表明 f 3 (G ) 是X 中的开集,由定理 2. 1知 f 是下半连续.

推论 2. 3　 设 X 与 Y 是拓扑空间, f 是下半连续对应 Ζ ΠB ∈ P (Y ) , (f 3 (B o) <
(f 3 (B ) ) o.

证明　应用定理 2. 2和定理 1. 1.

推论 2. 4　设X 与 Y 是拓扑空间, f 是下半连续对应 Ζ 对 Y 中的任意闭集A , f 3 (A ) 是

X 中的闭集.

下面用子集网[ 1 ] 刻画下半连续对应. 先证明引理.

引理 2. 5　A 是拓扑空间 (X , T ) 中的非空子集,则下列条件等价:

(1)　A 是闭集;

(2)　对A 中的任意子集网{A n: n ∈D },即 Π n ∈D ,A n < A ,有limA n < A ;

(3)　对A 中的任意子集网{A n: n ∈D }有limA n < A . limA n 与limA n 的意义见[2 ].

证明　 (1) ] (2) :设A 是闭集, {A n: n∈D }是A 中的子集网. Π x ∈ limA n及 x 的任意开

邻域V ,由[1 ] 中定义 3. 1. 4知, Πm ∈D ,存在 n ≥m 使A n ∩V ≠ Á ,更有A ∩V ≠ Á ] x

∈A - = A ,这表明limA n < A .

(2) ] (3) :因为limA n < limA n ,由 (2) 即得 (3).

(3) ] (1) : Π x ∈A - ,则存在A 中的网{S (n) ∈A : n∈D }收敛于 x (网是特殊的子集网) ,

由 (3) 知 x ∈ lim S = lim S < A (这里 S = {S (n) ∈A : n ∈D }) ,因此A - < A ,即A 是闭集.

定理 2. 6　设X , Y 是拓扑空间, f 是下半连续对应Ζ 对Y 中的任意子集网{A n: n∈D }有

lim f 3 (A n) < f 3 ( limA n).

证明　设 f 是下半连续, {A n: n∈D }是 Y 中的子集网. Π x ∈ lim f 3 (A n) ,需要证明 x ∈

f 3 ( limA n). Π y ∈ f (x ) 及 y 的任意开邻域V ,有 f (x ) ∩V ≠ Á ,即 x ∈ f 3 (V ) ,于是存在 x

的开邻域U 使U < f 3 (V ) ,由此可知, Π z ∈U , f (z ) ∩V ≠Á . 因为 x ∈ lim f 3 (A n) ,所以存

在m ∈D ,当 n≥m (n∈D ) 有 f 3 (A n) ∩U ≠Á ,即Π n≥m ,有 x n∈ f 3 (A n) ∩U. 由 x n∈

f 3 (A n) 得 f (x n) < A n ,又由 x n∈U ,得 f (x n) ∩V ≠Á ,所以当 n≥m 时我们得到A n∩V ≠

Á ,这表明 y ∈ limA n. 由于 y ∈ f (x ) 的任意性,显然 f (x ) < limA n 或 x ∈ f 3 ( limA n). 相反

地,设B 是 Y 中任意闭集且{B n: n ∈D }是B 中的任意子集网,由引理 2. 5有limB n < B ,由定

理条件得lim f 3 (B n) < f 3 ( limB n) < f 3 (B ). 再由引理 2. 5知 f 3 (B ) 是X 中的闭集,由推论 2.

4知 f 是下半连续对应.

定理 2. 7　设X , Y 为拓扑空间, f 是下半连续对应 Ζ 对 Y 中任意子集网{A n: n∈D },有
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lim f 3 (A n) < f 3 ( limA n).

证明与定理 2. 6类似,略去.

定理 2. 8　设X , Y 是拓扑空间, f 是上半连续紧值对应,若 K 是X 中的紧子集,则 f (K )

是 Y 中的紧子集. 这里 f (K ) = ∪
x∈K

f (x ).

证明　设{G i} i∈ I 是 f (K ) 的开覆盖,由假设 f (x ) (x ∈ K ) 是 Y 中的紧子集, 于是存在

{G j: j ∈ # < I } (# 是有限集) 覆盖 f (x ) ,令 P x = ∪
j∈#

G i,则 f (x ) < P x 且 P x 是开集. 因为 f 是

上半连续对应,所以 f 3 (P x ) 是 x 的开邻域,易知{f 3 (P x ) }x∈K 是K 的开覆盖,因此存在有限个

{f 3 (P xm ) }n
m = 1 覆盖 K ,显然{P xm }n

m = 1 是 f (K ) 的有限覆盖,因此 f (K ) 是 Y 中的紧子集.

定理 2. 9　设 f 是紧空间X 到 T 2空间 Y 的上半连续紧值对应,则 f 是闭对应,即任意闭

集A 的象 f (A ) 是闭集,这里 f (A ) = ∪
x∈A

f (x ).

应用定理 2. 8容易给出定理 2. 9的证明.

定理 2. 10　设X , Y 为拓扑空间, f : X → P o (Y ) 是对应,若任意 x ∈X , f (x ) 是闭集,则 f

是上半连 Ζ fθ 是上半连续,这里 fθ (x ) = f (x ) , x ∈X .

如果Π x ∈X , f (x ) 是闭集,则等式 f 3 (B ) = fθ3 (B ) 成立,应用这个等式易证定理 2. 10.

3　对应的闭图

对应的闭图在[1 ] 或[2 ] 中有许多应用. 本节将讨论闭图和图对应.

定义 3. 1[ 1, 2 ]　设 f : X → P (Y ) 是对应, f 的图为

G (f ) = { (x , y ) ∈X × Y : x ∈X , y ∈ f (x ) }.

如果G (f ) 是X × Y 中的闭集,则称 f 有闭图.

Π x ∈X ,若 f (x ) 是闭集,但G (f ) 不必是闭集,如果G (f ) 是闭集,则 f (x ) (x ∈X ) 是闭

集[ 2 ]
.

定理 3. 1　设X , Y 为拓扑空间, f : X →P o (Y ) 是对应. 则 f 有闭图Ζ Π x o∈X , Π y o∈Y ,

且 y o | f (x o) ,存在 x o的开邻域U 和不含 y o的闭集B 使U < f 3 (B ).

证明　设G (f ) 是闭集, Π x o∈X , Π y o | f (x o) , y o∈Y 则 (x o, y o) | G (f ) ,于是存在 (x o,

y o) 的开邻域W 使W ∩G (f ) = Á ,根据[8 ]定理 5. 3和定理 9. 4,存在开集U ,V 使 (x o, y o) ∈

U ×V < W ,显然G (f ) ∩ (U ×V ) = Á . 令B = V ′,则B 是不含 y o的闭集,现在要证U <
f 3 (B ). 假如存在 x 1∈U 使 x 1 | f 3 (B ) ,即 f (x 1) ⁄ B , 则显然 f (x 1) ∩B′= f (x ) ∩V ≠

Á ,于是存在 y 1 ∈ f (x 1) ∩V ,因此得到 (x 1, y 1) ∈U ×V 且 (x 1, y 1) ∈G (f ) ,这表明G (f ) ∩

(U ×V ) ≠ Á 矛盾. 反之, 设定理条件成立, 要证G (f ) 是闭集. Π (x o, y o) | G (f ) , 则 y o |
f (x o) ,于是存在 x o的开邻域U 和不含 y o的闭集B 使U < f 3 (B ) ,令V = B ′,则V 是 y o的开

邻域,因此U ×V 是 (x o, y o) 的开邻域,我们断言G (f ) ∩ (U ×V ) = Á ,因此G (f ) 是闭集.

事实上,若G (f ) ∩ (U ×V ) ≠Á ,则存在 (x 1, y 1) ∈G (f ) 且 (x 1, y 1) ∈U ×V ,显然 x 1∈U ,

y 1 ∈ f (x 1) 且 y 1∈V ,由此得知 f (x 1) ∩V ≠Á ] x 1∈ f 3 (V ) = f 3 (B ′) = (f 3 (B ) ) ′] x 1 |
f 3 (B ) 这与U < f 3 (B ) 矛盾.

推论 3. 2　设X 与 Y 是拓扑空间, f : X → P o (Y ) 是对应,则 f 有闭图 α ] Π x o∈X , Π y o
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| f (x o) , y o∈ Y ,存在 x o的开邻域U 和不含 y o的闭集B 使 f (U ) < B .

定理 3. 3　设X 与Y 是拓扑空间 f : X →P o (Y ) 是对应. f 有闭图α ] ,如果X 中的网{x n:

n ∈D }收敛于 x o,并对所有 n ∈D , y n ∈ f (x n) 且网{y n: n ∈D }收敛于 y o,则 y o∈ f (x o).

证明　应用定理 3. 1从略.

定理 3. 4　设X 为拓扑空间, Y 是正则空间, f 是上半连续对应且Π x ∈X , f (x ) 是闭集,

则 f 有闭图.

证明　Π x o∈X , Π y o∈ Y 且 y o | f (x o). 已知 f (x o) 是闭集. 由 Y 的正则性,存在 y o与

f (x o) 的开邻域V 1 与V 2 使

V 1 ∩V 2 = Á . (3 )

因为 f (x o) < V 2且 f 在 x o上半连续,存在 x o的开邻域U 使U < f 3 (V 2) ,由 (3 ) 式知 y o | V
-
2 ,

即V -
2 是不含 y o的闭集并有U < f 3 (V 2) < f 3 (V -

2 ) ,由定理 3. 1即知 f 有闭图.

定义 3. 2　设 f : X → P o (Y ) 是对应,对应 g : X → P o (X ) × P o (Y ) 定义为Π x ∈X , g (x )

= {x }× f (x ) ,并称 g 是 f 的图对应.

定理 3. 5　设 (X , T ) , (Y , ∆) 是拓扑空间, f : X →P o (Y ) 是对应, g 是 f 的图对应. 则 f 是

下半连续 (上半连续) α ] g 是下半连续 (上半连续).

证明　设 f 下半连续, Π x ∈X ,对X × Y 中任意开集W 且 x ∈ g 3 (W ). 记W = ∪ {A Α

×B t: A Α∈T , Α∈ I; B t∈ ∆, t∈ # },则存在某个B to∈ ∆, to∈ # 使 f (x ) ∩B to≠Á ,即 x ∈

f 3 (B to). 事实上,如果 Π t∈ # ,都有 f (x ) ∩B t = Á ,则 f (x ) ∩ (∪
t∈#

B t) = ∪
t∈#

(f (x ) ∩B t) =

Á ,于是 Π y ∈ f (x ) , y | ∪
t∈#

B t,从而 (x , y ) | W 但 (x , y ) ∈ g (x ) ,这表明 Π (x , y ) ∈ g (x ) ,

(x , y ) | W ] g (x ) ∩W = Á , 这与 x ∈ g 3 (W ) 矛盾. 由此说明必有某个 to ∈ # 使 x ∈

f 3 (B to). 已知 f 在 x 下半连续,存在 x o的开邻域U 使U < f 3 (B to) ,即Π z ∈U , f (z ) ∩B to≠

Á ,任意取定 Αo∈ I ,令A Αo∩U = P ,易知 P 是 x 的开邻域. 且Π z ∈ P (< U ) , f (z ) ∩B to≠

Á ,因此存在 y 3 ∈ f (z ) ∩B to,而 (z , y 3 ) ∈ g (z ) 且 (z , y 3 ) ∈A Αo×B to < W ,这表明 Π z ∈

P ,有 g (z ) ∩W ≠ Á 或 P < g 3 (W ) ,由定义 2. 1知 g 是下半连续. 反过来,设 g 是下半连续,

Π x ∈ X , ΠV ∈ ∆且 x ∈ f 3 (V ) , 即 f (x ) ∩V ≠ Á , 于是存在 y ∈ f (x ) ∩V ] (x , y ) ∈

g (x ) ] g (x ) ∩ (X ×V ) ≠Á ,或 (x , y ) ∈ g 3 (X ×V ). 因为X ×V 是开集且 g 是下半连续,

存在 x 的开邻域U 使U < g 3 (X ×V ) ,等价地Π z ∈U , g (z ) ∩ (X ×V ) ≠ Á . 下面只须证

明Π z ∈U , f (z ) ∩V ≠ Á . 如果有 z o∈U ,使 f (z o) ∩V = Á ,则Π y ∈ f (z o) 都有 y | V ,

从而 (z o, y ) | X ×V ] g (z o) ∩ (X ×V ) = Á 矛盾. 因此证明 f 是下半连续. 对于上半连续

的情形可类似给出证明. 到此定理全部证完.

作者感谢王国俊教授的建议和指导!
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Con tinuous Correspondences and Closed Graph of
Correspondences on Super-Space

Cheng J ishu
(Q inghai Jun io r T eachers′Co llege, X in ing 810007)

Abstract

T he aim of th is paper is to redefine upper sem ico t inuou s, low er sem ico t inuou s and con2
t inuou s co rrespondences on super2spaces,w h ich are im p rovem en t of K lein′s D efin it ion 7. 1. 1

in [1 ]. Som e characteriza t ion s and p ropert ies of these co rrespondences and their clo sed graph

are ob ta ined, app lica t ion s of sub sets nets in low er sem icon t inuou s co rrespondence are g iven.

Keywords　Super2space, con t inuou s co rrespondence, clo sed graph, sub sets net, topo log ica l

space.
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